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Uma cubica reversa é a imagem da aplicagao
P! > [t,u] — [, t?u, tu®, u®] € P3,

para uma escolha adequada de coordenadas homogéneas na reta projetiva
P! e no espaco projetivo P2. Ela pode ser visualizada no espaco usual de
dimensdo trés como a curva dada parametricamente por ¢ — (3, t2 t).

Segundo Harris [4], “This is everybody’s first example of a concrete variety
that is not a hypersurface, linear space, or finite set of points”.

A cubica reversa é a intersegao de trés quddricas no espago projetivo
tri-dimensional.

Nosso objetivo é apresentar uma caracterizagao geométrica explicita para
o espaco de formas quadraticas que se anulam exatamente sobre uma cubica
reversa.

O espaco vetorial das quéadricas contendo uma cubica reversa fixa é tri-
dimensional: isto é o que se costuma chamar de uma rede de quadricas.
A rede de quddricas pode ser vista como um plano projetivo p = P? no
espaco projetivo de todas as quadricas. Nesse PY temos uma hipersuperficie
quartica distinguida A, dada pelo determinante da matriz simétrica 4x4
associada & quadrica. A hipersuperficie A é a subvariedade de P? cujos
pontos correspondem as quadricas singulares de P2. A intersecao de A com
o plano p é uma curva plana de grau 4. A surpresa é que a equagao dessa
curva é o quadrado perfeito da equagao de uma conica irredutivel.

Nosso principal resultado é provar que vale a reciproca. Seja p uma rede
de quadricas. Suponha que p N A é definido pelo quadrado da equacao de
uma conica irredutivel. Poderiamos esperar que o lugar dos zeros comuns a
todas as quadricas de p seja uma cubica reversa? Veremos que a resposta
é positiva, se exigirmos que nenhuma quadrica degenerada do tipo par de
planos (i.e., com matriz associada de posto < 2) pertenca a p. Como a
cibica reversa nao estd contida em um plano de P?, evidentemente sua rede
de quadricas satisfaz essa restricao adicional.



1 Quadricas e seu discriminante

Indicamos o livro [4] para nogoes e propriedades elementares de variedades
projetivas que serao utilizadas.

Denotemos por z = [z, ..., 24| as coordenadas homogéneas em P3.

Uma superficie quadrica em P? é definida por uma forma quadratica nao
nula, i.e., um polinomio homogéneo de grau dois,

Q: Z CLZZZ?—FQ Z Qi52i25- (1)

1<i<4 1<i<j<4

O fator 2 é conveniente para a expressao matricial
t
Q = z(a;)z".

Aparecem dez coeficientes. Note que qualquer multiplo nao nulo de () define a
mesma superficie. E natural entdo olhar () ou sua matriz simétrica associada
como um ponto no espago projetivo P?. Os a;;, 1 < i < j < 4 sao as
coordenadas homogéneas para P?.

O discriminante da quadrica é o determinante det(a;;).

Denote por A a hipersuperficie quartica de P? definida pela anulacao do
discriminante. Vai desempenhar um papel central no que segue.

Seja X C A a subvariedade definida pelos menores 3x3 de (a;;).

Cada ponto Q € P\ A corresponde a uma quddrica nao degenerada. A
menos de mudanca de coordenadas em P2, podemos escrever () na forma

Q — Z923 — Z1%4.-

Essa é muitas vezes referida como a quadrica de Segre, pois é a imagem
isomorfa do mapa de Segre,

o P xP! — p3
(2)

([I17x2]7 [y17y2]> = [21 = T1Y1, 22 = T1Y2, 23 = T2Y1,24 = I2y2]-

Note que a interse¢ao da quadrica de Segre com outra superficie de grau m
em P2 corresponde, pelo mapa acima, a uma curva em P'xP'. Esta é dada
por um polinémio bihomogéneo de bigrau (m, m). Com efeito, se a superficie
é definida por um polinémio homogéneo F(z) = Z| T=m crz!, a substituicao
21 = T1Y1, - - -, 24 = Toys fornece um polinémio F'(z,y) que’e homogéneo de
grau m em cada grupo de varidveis © = [z1, 22|,y = [y1,y2]. Verifica-se que
a aplicacao (C[z]/(@) — Clx1, 29, y1,yo] definida por z; — x1y1,..., 24 —
T9y2 € um isomorfismo sobre a subdlgebra gerada pelos z;y;.



Cada ponto @ € A\ X corresponde a um cone, definido por uma forma
quadratica cuja matriz simétrica associada é de posto igual a trés. Por uma
mudanca de coordenadas pode ser escrita na forma

Q=22 — 2123

O vértice deste cone é o ponto v(Q) = [0,0,0, 1]. Em geral, o vértice v(Q) =
[v1,...,v4] de um cone quadrético @) de posto 3 satisfaz a equagao matricial

v(@) - (a5(Q)) = 0. (3)

Logo, o vetor de coordenadas homogéneas do vértice nos da uma base para
o nucleo da matriz simétrica associada.

Os pontos de X correspondem a quadricas de posto 2 ou 1. Estas sao
projetivamente equivalentes a z125 ou z2. Qualquer dessas é a uniao de dois
planos (possivelmente coincidentes).

2 O hiperplano tangente de A

O espaco tangente de uma hipersuperficie de P" é dado pelo orotogonal do
gradiente do polinomio que a define. Para a hipersuperficie A vale a seguinte
interpretacao geométrica.

O hiperplano tangente Tih,A no ponto correspondente a um cone nao
degenerado )y consise de todas as quadricas passando pelo vértice v(Qy).
Em simbolos, temos o seguinte.

2.1 Lema. Para cada Q € A\ X temos
ToA ={Q € P|v(Q) € Q'}.

Prova. Inicialmente fazemos uma mudanca de coordenadas para escrever
() como o cone

21 4 207 + 237 = 0,
ie., a11(Q) = a22(Q) = as3(Q) = 1, a;;(Q) = 0 para os demais indices. Seu
vértice é v(Q) = [0,0,0,1]. Calculemos o gradiente. No nosso caso, A é a
hypersuperficie dada pelo polinémio det(a;;). Fixe a ordem das varidveis,
digamos aiji, ai2, 13, 14, 22, A23, A24, A33, A34, A44. O gradiente é

v = [D1172D1272D137 2D147 D2272D2372D247 D3372D347D44] )

onde D;; denota (—1)*~Y vezes o determinante da matriz 3 x 3 obtida de
(a;;) omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna. No ponto @), calculamos
V(Q) = [0,...,0,1]. Logo, seu ortogonal consise de todos os pontos Q' € P*
com tltima coordenada a4 (Q’) = 0. Esta é precisamente a condi¢ao de que
o vértice v(Q)) esteja em Q. O



3 Redes de quadricas anulando a cubica re-
versa

Substitua z = [t?, t?u, tu? u?| em (1). Resulta um polindmio homogéneo
Q(t,u) de grau seis. Impondo a condigao de que se anule identicamente,
encontramos um subespac¢p dp espaco vetorial de quédricas, de dimensao
trées. Uma base é dada por

2 2
Q1 = Rg — 2123, Q2 = 2923 — 2124, Q3 = 23 T R224.

Seja p C PY a rede de quddricas gerada por Qi,Qq, Q3. Sejam [ay, as, as]
coordenadas homogéneas para o plano projetivo p = P2, O elemento geral
de p é a quadrica Q, = > a;Q;. Calculemos a intersecio p N A. Ela é
definida em p pelo determinante da matriz associada a @),

0 0 —a1 —Q9

0 2a a —a
det b = (ayas — a3)?. (4)
—Qaq a9 2 as 0

—Qay —as 0 0

Vemos assim que p N A é uma quartica plana dada pelo quadrado perfeito
da equagao de uma conica irredutivel. Dizemos também que se trata de uma
conica dupla. Além disso, uma simples inspegao revela que os menores 3x3
na matriz acima s6 se anulam simultaneamente para a; = a; = ag = 0, o que
é proibido para pontos em p. Logo temos p N X = ().

4 Recuperando a cubica reversa

Fixe uma rede de quadricas p = (@1, Q2, Q3) tal que
(i) pN A é uma conica dupla C' e
(ii) pN X =0, i.e., p ndo contém par de planos.
Procederemos com a prova de que os zeros comuns dos (); formam uma
cubica reversa.
A primeira observacao é que os vértices dos cones correspondentes aos
pontos sobre a conica C' = p N A devem descrever uma curva em P3.

4.1 Lema. v(C) = {v(Q)|Q € C} C P? € uma curva projetiva irredutivel.

. 1 u urva irredutiv ru r 5 ou u
Prova. A imagem de uma curva irredutivel por um morfismo é ou bem um
ponto ou uma curva irredutivel. A conclusao desejada seguira do fato de que
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0 mapa v, que associa a cada cone nao degenerado Q € C' C A\ X o seu
vértice v(Q) € P?, é um morfismo injetivo.

Mostremos logo que v : C — P? é injetivo. Caso contrario existiriam
Q1, Q- € C distintos e tais que v(Q1) = v(Q2). Por uma escolha adequada
de coordenadas, podemos supor que o vértice seja [0,0,0,1]. Logo z, nao
aparece na equacao de ;. Seja L C P? a reta que passa por Q; e Q. Cada
ponto de L é uma quadrica dada por a; ()1 + asQs, o; € C, nao ambos nulos.
Vemos que todo elemento de L representa um cone com o mesmo vértice.
Portanto a reta L estd contida na conica C, contradizendo a hipodtese de
irreducibilidade.

Para completar a prova, devemos mostrar que v é um morfismo. Isto
significa que v pode ser expresso localmente por polinomios. Tome @)y € C.
Queremos mostrar que existe um mapa polinomial u : U — P3 tal que
u(Q) = v(Q)VQ € U, onde U é um aberto de A\ X contendo (). Estando
Qo em C' C A\ X, a matriz (a;;(Qo)) é de posto exatamente igual a trés.
Assim, podemos escolher trés linhas, digamos 1 < a < # < v < 4 que
sejam linearmente independentes em alguma vizinhanca U de )y. Trata-
se efetivamente de um aberto pois seu complementar é o fechado definido
pela anulacao dos menores formados com as linhas «, 3, . Agora para cada
Q@ € U construa o ponto u(Q) = [21, 29, 23, 24] pela seguinte regra. Ponha

ik
BQ _ Qa1 Qa2 a3 Qa4
a 31 a 32 a 33 a B4
Ayl Ay An3 Gy

onde 1,7, k,l denotam indeterminadas e os a,s abreviam a,s(Q)). Entao
21,29, 23 € 2y sdo definidos pela expansao det(Bg) = 211 + 22j + 23k + 24l
(é similar ao produto vetorial usual). Pela regra de Cramer, o ponto u(Q) é
ortogonal as linhas a, 3 e v de (a:;(Q)). Logo u(Q) = v(Q) (cf. (3)). E claro
que a expressao para u(()) é polinomial nas coordenadas a;;. O

4.2 Proposicao. Notagdo como acima, temos que a curva v(C) estd con-
tida em @ for cada quddrica Q) € p.

Prova. Sejam Q,,Q, € C, Q, # Q. Seja L C PY a reta gerada por Q; e
Q2. Temos LNA = (LNp)NA =LNC ={Q1,Q2} porque C' é uma conica
irredutivel. Como C' é dupla para a intersecao p N A, o hiperplano tangente
de A em cada ponto de C' contém p. Portanto conterd a reta L. Assim
L C Th,ANTh,A. Pela descrigao 2.1 do espago tangente a A, vemos que
v(Q2) € Q1 e v(Q) € Qy. Fixando @ e fazendo Q) variar sobre os demais
pontos de C', deduzimos que vale v(C') C Q V@ € C. Como C' é uma coOnica

b}



irredutivel, ela gera a rede p. Portanto qualquer () € p é uma combinacao
linear de quédricas que contém v(C) donde @ D v(C). O

5 Final

Visto que a rede p ¢ A, existe uma quadrica nao singular )y € p tal que
v(C) C Qo. A curva irredutivel (4.1) v(C) corresponde, pelo mapa de Segre,
a uma curva irredutivel D C P! x P! = Q,. Agora, em P! x P!, D é dada por
um polinémio irredutivel bihomogéneo F'(x1, xs,y1,y2) de bigrau (a,b). Lem-
brando que p é gerado por trés quadricas linearmente independentes, existem
duas quadricas, digamos () e ()2, independentes médulo Qy. As intersegoes
de Q1 e Q5 com Qy = P! x P! sao dadas por polinémios bihomogéneos linear-
mente independentes G; e Gy de bigrau (2,2). Como v(C) C Qo N Q1 N Qq,
segue que cada G; se anula sobre D. Logo F divide G;. Isso deixa apenas
as seguintes possibilidades para o bigrau (a, b) de F: (0,1),(0,2), (1,1), (1,2),
(2,2) (e simétricos). Vamos analisar cada possibilidade.

Caso 1: (a,b) = (0,1) or (a,b) = (1,0).

Vamos precisar do seguinte.

5.1 Lema. Sejam Hy, Hy polinomios bihomogéneos linearmente indepen-
dentes de bigrau (2,1) nas varidveis [v1, 2], [y1,y2]. Entao ezxistem con-

stantes oy, an tais que H = ayHy + asHy pode ser fatorado na forma H =
PPy, com bideg(Py) = (1,1) e bideg(F») = (1,0).

Prova. Seja S o espago projetivo dos polindmios bihomogéneos de bigrau
(2,1). Temos S = P5, e podemos pensar em H; e Hy como pontos distintos
nesse P°. Seja L C IP5 a reta passando por H; e H,. Seja

S"={H € P°| H = P, P, com bideg(P;) = (1,1) e bideg(P») =(1,0)}.

Note que S’ é a imagem de P? xP! pelo mapa de multiplicacao. Aqui P?
(resp. P!) denota o espago projetivo dos polinomios bihomogeéneos de bigrau
(1,1) (resp. (1,0)). Esse mapa é um morfismo claramente injetivo fora da
subvariedade de P> xP! formada pelos pares (P, ) com mdc# 1. Portanto,
S’ tem dimensao 4. Como toda hipersuperficie encontra qualquer reta num
a espaco projetivo, temos que S’ intersecta L. O

Suponha o bigrau (a,b) = (0,1) (o caso (1,0) é andlogos). Sejam G; e Gg 0s
polinomios bihomogéneos que correspondem as quadricas independentes ()
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e ()2 respectivamente. Dado que F' | Gy e F' | Gy, existem Hy, Hy tais que
Gy = FH, e Gy = FH,, com bideg(H;) = bideg(Hs2) = (2,1). Pelo lema
acima, podemos encontrar H = ay Hy + asHy = P Py, com bideg(P;) = (1,1)
e bideg(P,) = (1,0). Dai temos FH = F - (anHy + aoHy) = a1 Gy + anGo =
(Py)(FP). Lembrando o isomorfismo C [z] /(Qo) = C [z1y1,. .., 22y dado
pelo mapa de Segre,vemos que o polinomio bihomogéneo P; corresponde a
uma forma linear A(z). Da mesma maneira, F'P, corresponde a uma forma
linear B(z), valendo uma igualdade AB = a1Q1 + aaQs + apQp. Isso mostra
que p contém o par de planos AB, contrariando a hipdtese. Isto elimina o
caso 1.

Caso 2: (a,b) = (0,2) or (a,b) = (2,0).

Esse caso é impossivel porque um polinomio homogéneo em duas variaveis é
um produto de fatores lineares enquanto F' é irredutivel.

Caso 3: (a,b) = (2,2).

Se (a,b) = (2,2) entdo F' = a1Gy e F' = asGy, onde oy e ay sdo constantes.
Assim ay(G; = a1Go, contradizendo a independéncia linear de Gy e Gs.

Caso 4: (a,b) = (1,1).

Vamos usar o seguinte resultado.

5.2 Lema. Seja Q € P° uma quddrica que contém uma cénica irredutivel
C = QoNH, onde H € um plano e )y € uma quddrica. Entao Q = aQo+LH,
onde « é constante e L € um polinomio linear homogéneo.

Prova. Podemos fazer uma escolha de coordenadas tal que H é dado por
zo = 0. Agora a intersecao de Qg e H ¢é obtida substituindo zg = 0 no
polinémio que define ()y. Resulta um polinémio homogéneo @) de grau 2
nas variaveis zi, zs e z3. Seja ' obtid de @) de forma andloga. @)’ se anula
onde Q) se anula. Segue que @ divide @)’ e assim @' = a@). Portanto
Q = aQo + Lzy. Aqui L é homogéneo de grau 1. O

Se (a,b) = (1,1) entao F corresponde pelo mapa de Segre a um plano H C P3.
Dai, v(C) deve ser uma conica, intersecao de H e Qy. Seja () uma quédrica
que contém v(C'). Pelo lema acima, segue uma relagdo @ = aQo+ LH, onde
a é constante e L é homogéneo de grau 1. Sabemos que toda quadrica em
p contains v(C'), e portanto ela pode ser escrita como a@)y + LH. Mas isso



implica que p contém pares de planbos. De fato, sejam Q)1 := Qo + L1 H
e Q2 = Qo + LoH elementos distintos na rede p. Se as # 0, entao
(1Qo + L1H) — g—;(ang + LoH) = (L — g—;Lg)H ¢ um par de planos e
pertence a p, j& que se encontra sobre a reta em PY ligando Q; e Q2. Como
p estd proibido de conter par de planos, o caso (1,1) é impossivel.

Nosso objetivo final é mostrar que, no tnico caso restante, v(C') é de fato
uma cubica reversa. Isto ¢ bem conhecido mas incluiremos uma prova para
conveniéncia do leitor.

Caso 5: (a,b) = (1,2).

5.3 Proposicao. Seja D C P'xP! a curva definida por um polinémio bi-
homogéneo irredutivel F(xy1,xo,y1,y2) de bigrau (1,2). Entdo a imagem de
D pelo mapa de Segre (2) € uma cibica reversa.

Prova. Podemos escrever

F(x1,$27y17y2) = Al(y17y2)x1 - AQ(y17y2)x27

onde A; e A, sdo polindmios homogéneos de grau 2, e mdc(A;, As) = 1, pois
F é irredutivel. Para x9A; # 0 temos a relagao seguinte:

T . A2
) N Al.
Dai seguem as igualdades de pontos em P3,

T1Yy1 21Y2

[T191, T1Y2, T2y, T2Yo] = [ To 'z >y1,y2] =

SR e yz] = [Y142, Y242, y1 A1, Y2 Aa] -

Isso mostra que um aberto denso de v(C') coincide com um aberto denso da
curva dada parametricamente por

P S [y1, ya] — (Y142, y2Aa, y1 A1, Yo Ay] € P2

Mostraremos agora que os polindmios y; A, y2 Az, y1 A1 € y2 A1 sao linearmente
independentes, e assim eles parametrizam umaa cibica reversa. Sejam «, 3,y
e 0 constantes tais que

ayi1 Ay + Bys As + vy Ay + dy2 Ay = 0.
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Reescrevemos essa identidade na forma

(ayr + By2)As = —(yy1 + 0y2) As.

Segue que Ay divide (yy; +0y2)A;. Como ged(Ay, Ay) = 1, deduzimos que A,y
divide (yy1 + dy2). Sendo o grau de A, igual a dois, temos necessariamente

Observacoes

(1) Enfatizemos que a hipétese p N X = ) é essencial. De fato, seja p a rede
gerada pelas quadricas

Ql = 2174,
Q2 = 22123 + 22924 + (23 + 24)* and

Q3 = 22923 + 22 + 23.
Calculando p N A como em (4), obtemos
(2a3 — aja3)?,

novamente o quadrado perfeito de uma conica irredutivel. Mas o lugar dos
zeros de (Y1, Q)2 e (3 nao é uma cubica reversa pois estd contido no par de
planos zyz4 = 0.

(2) Literatura recente sobre este assunto considera a questao de construir
um espacgo de parametros adequado para o conjunto das ctibicas reversas,
cf. [2],[3]. Interesse renovado sobre os espacos de curvas racionais é moti-
vado pelas predigoes feitas por fisicos a respeito do ntimero de tais curvas
satisfazendo a certas condigbes geométricas, cf. [1].
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