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“Un f́ısico es la manera
que tienen los átomos de

conocerse a śı mismos”
Desconocido

“...para el f́ısico Dios es simplemente
un nombre dado a lo desconocido final
y, por lo tanto, seŕıa un
reconocimiento de su derrota.”
J. H. Brennan. Time Travel

“...las propiedades que atribuimos a la realidad
no son otras que aquellas que puede

captar el observador con sus sentidos y con
sus ecuaciones fisicomatemáticas.”

F. Blanck y M. Cereijido. La vida, el tiempo y la muerte

“Millones están capacitados para el
trabajo f́ısico; pero sólo uno en un millón
está suficientemente capacitado
para realizar un efectivo desempeño intelectual...”
H. D. Thoreau. Walden

“no pueden elaborarse concepciones familiares sobre el
electrón, y en su mejor descripción podemos

decir que es algo desconocido que hace
no sabemos qué.”

Arthur Eddington. The nature of the physical world

“Cada f́ısico cree saber lo que es un fotón.
Me he pasado la vida intentando descubrir
qué es un fotón, y aún no lo sé.”
A. Einstein
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Sinópsis

En este trabajo se muestra que en la mecánica cuántica relativista las funciones de estado,
biespinores construidos con espinores que se distinguen entre śı por un factor de fase, implican
fenómenos f́ısicos diferentes, de manera que a direrencia de la teoŕıa no relativista, la fase co-
bra importancia. También se estudian las consecuencias de la elección de una base (conjunto de
funciones de onda linealmente independientes que generan el espacio espinorial), que no es la con-
struida con eigenfunciones de la componente z del operador de esṕın, sino con eigenfunciones del
operador helicidad (por lo que se llama base de helicidad). Son consideradas las representanciones
(1/2, 0) ⊕ (0, 1/2) y (1, 0) ⊕ (0, 1). Las funciones de estado correspondientes resultan tener com-
portamientos diferentes de los encontrados con la base usual bajo las operaciones de paridad y
conjugación de carga.



Parte 1

Introducción

Hace ya varios siglos que el hombre empezó a especular que las cosas que nos rodean están compues-
tas en última instancia por pequeños pedazos de materia, es decir de part́ıculas. Aún aśı todav́ıa
podŕıa ser que existieran varios tipos de estas: part́ıculas de agua, otras de madera, otras de piedra,
de estrellas, de materia viva... A través de una historia de avance cient́ıfico se fue gestando la idea
de que el número de part́ıculas a partir de las que se puede formar la materia se pod́ıa reducir
al número de elementos qúımicos los cuales parećıan ser las partes constituyentes fundamentales
(esto no inclúıa la descripción de la luz). Posteriormente se encontró que ellos tampoco merećıan
este calificativo. No obstante, se créıa que cualquier cuerpo en el universo, incluidas las part́ıculas
elementales, deb́ıan obedecer la ley del movimiento enmarcada dentro de la teoŕıa f́ısica conocida
como Mecánica Clásica (MCl) y que fue establecida por Newton∑

i

→
Fi=

d

dt

→
p= m

d

dt

(
d

dt

→
r (t)

)
(1.1)

(donde
→
r(t) es el vector de posición de la part́ıcula y

→
p= m d

dt

→
r es su ı́mpetu). En vista de

la carencia de teoŕıas que describieran su estructura, las part́ıculas se redućıan a simples puntos
materiales caracterizados por su posición en el espacio, que pod́ıan tener cualquier masa y que
respond́ıan a la interacción electromagnética o gravitatoria.
De acuerdo con la forma de la ecuación (1.1) se puede asociar a una part́ıcula libre (F = 0), un
número llamado su “enerǵıa”, E (ver [5]) definido como

E =
1
2
m

(
d

dt

→
r

)2

=
p2

2m
(1.2)

Por otra parte la luz llegó a ser concebida como un fenómeno ondulatorio de campos elec-
tromagnéticos, los cuales son descritos por las llamadas ecuaciones de Maxwell (ver parte 5.1)
. El paso del tiempo y la realización de experimentos de la más diversa ı́ndole, nos revelaron
leyes naturales que a los ojos de nuestra intuición implicaban hechos extraordinarios, y que sin
embargo hay que tomar en cuenta si queremos describir correctamente el universo. Una de estas
leyes es la constancia de la velocidad de la luz para diferentes sistemas inerciales de referencia.
En otra dirección, se encontró también que al tratar con sistemas f́ısicos muy pequeños (del orden
de 10−10m), empezaban a tener lugar fenómenos aśı llamados cuánticos, que son consecuencia del
comportamiento dual onda-part́ıcula de la materia, que es la otra ley planteada por la naturaleza.
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Para describir a cada una de las anteriores se desarrollaron dos modelos matemáticos diferentes:
la Teoŕıa Especial de la Relatividad (TER) y la Mecánica Cuántica (MC) respectivamente.
De la TER se desprende que la enerǵıa asociada a las part́ıculas tiene la nueva forma

E =
√
c2p2 +m2c4 (1.3)

mientras que en MC tenemos que aceptar el hecho de que ya no tratamos con cantidades tangibles
en nuestro mundo f́ısico, sino que lo más que podemos hacer para referirnos a una part́ıcula es aludir
a un objeto abstracto llamado función de estado, el cual, según la interpretación más aceptada
por los cient́ıficos, su “cuadrado” (¡no la función misma!) nos da la densidad de probabilidad
de encontrar a la part́ıcula en cierto estado(¡no el estado en śı!). Esta función de estado puede
pensarse como un vector llamado “ket” de un espacio matemático abstracto (espacio de Hilbert)
y lo denotamos como |ψ〉. Resulta que la ecuación de “movimiento” que obedece una función de
onda es la llamada ecuación de Schrodinger

∧
H |ψ〉 = ih̄

d

dt
|ψ〉 (1.4)

donde
∧
H es un operador de enerǵıa llamado Hamiltoniano.

Aśı las cosas, para dar una descripción más completa de la naturaleza necesitamos que nuestro
modelo fusione los conceptos que surgen de la existencia de una velocidad finita de progapación
con los del comportamiento ondulatorio-corpuscular de la materia. Tal es la forma como surge la
Mecánica Cuántica Relativista (MCR), teoŕıa f́ısica con la que se relaciona el presente trabajo. En
el marco de esta teoŕıa emerge una propiedad que deben poseer las part́ıculas llamada esṕın, la cual
el útil pensar como una especie de momento angular respecto a un “eje de rotación” de la part́ıcula.
Las part́ıculas que constituyen la luz (fotones) tienen esṕın 1, mientras que las part́ıculas materiales
tienen esṕın fraccionario y se conocen como fermiones. En particular los protones, neutrones y
electrones de los que se forman los átomos que constituyen la materia, tienen esṕın 1/2. La
ecuación que describe a estos últimos es la más importante en la MCR, la ecuación de Dirac.
La función de estado involucrada en ella se llama biespinor, que se obtiene bajo una operación
matemática conocida como suma directa entre un espinor derecho y uno izquierdo. Para esṕın 1/2
estos espinores tienen dos componentes cada uno y son las funciones de estado para fermiones en
el ĺımite no relativista1. En este trabajo investigamos qué efecto tiene la distinción entre el espinor
derecho e izquierdo en un factor de fase, en la construcción del biespinor. Además estudiamos el
comportamiento de las funciones de estado en la base de helicidad bajo las operaciones de simetŕıa
discreta.

Ahora bien, resulta superfluo decir que las teorias f́ısicas deben estar enfocadas a dar cuenta
de los hechos experimentales, y en la actualidad encontramos varias cuestiones, en particular
concernientes al área de la f́ısica de part́ıculas, que no tienen respuestas satisfactorias o incluso
carecen de ellas. Al respecto podemos mencionar como ejemplo al neutrino. Una enumeración de
algunos problemas en la f́ısica de part́ıculas se encuentra en [10]. Entre ellos están los siguientes:

• el misterio del neutrino solar,

• el problema del cuadrado negativo de la masa,
1En la representación espinorial de las matrices gamma, el biespinor tiene por componentes los espinores que son

eigen-estados del operador Sz .
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• la anomaĺıa del neutrino atmosférico,

• especulaciones sobre la posibilidad del doble decaimiento β sin neutrinos,

• el problema de la materia oscura,

• el problema de las ráfagas de rayos γ,

• posibles eventos donde tenga lugar la oscilación entre sabores del neutrino,

• la crisis del esṕın en Cromodinámica Cuántica.

La existencia de estos problemas, que no son resueltos satisfactoriamente dentro del marco
del Modelo Estándar, justifica la investigación en nuevas direcciones. Aśı pues, para cubrir las
cuestiones anteriores se hace necesario extender las teoŕıas actuales. Las ideas mostradas en esta
tesis podŕıan ser algunas posibilidades.

Cabe mencionar que a la luz de esta situación de incompletez, no podemos pretender que el
Modelo Estándar actual sea definitivo y los posibles complementos o correcciones en los principios
básicos deberá ser tomado en cuenta en las Teoŕıas de Gran Unificación (GUT,s) y consecuente-
mente en los intentos de dar cuenta tanto de los fenómenos cuánticos como de los gravitatorios en
una misma teoŕıa, objetivo principal de la f́ısica teórica.
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Parte 2

Funciones de Onda Relativistas
para una Part́ıcula

Esta primera parte se consagra a la introducción de la notación y las nociones básicas de la Mecánica
Cuántica Relativista, que se utiliza para describir part́ıculas elementales. La exposición se presenta
de acuerdo con la referencia [1].

2.1 Notación Relativista

Como es sabido, en el espacio 3-dimensional ordinario, un conjunto ordenado de tres números
(x, y, z) se llama 3-vector si conserva invariante su longitud bajo rotaciones. La longitud, que se
determina a través del cuadrado del vector, aśı como cualquier cantidad que satisfaga la propiedad
mencionada define un escalar bajo la transformación especificada. En particular cuando nuestros
números son las coordenadas de un punto respecto de un sistema de referencia, el vector nos sirve
(entre otras posibilidades)1 para localizar una part́ıcula y se llama vector de posición. La distancia
entre dos puntos cualesquiera resulta ser un escalar, pero resulta mas útil trabajar con distancias
infinitesimales: dr2 = dx2 +dy2 +dz2. Esta forma cuadrática es una suma de cuadrados y es posi-
tiva. Podemos generalizar esta idea al espacio-tiempo cuatridimensional (espacio de Minkowski) y
definir dos eventos infinitamente cercanos (x, y, z, t) y (x+ dx, y+ dy, z+ dz, t+ dt) cuya distancia
se llama “intervalo”, denotado ds. Con el f́ın de que ds sea el mismo para todos los observadores
inerciales (es decir, que sea un escalar respecto de transformaciones de Lorentz y rotaciones), debe
ser dado por

ds2 = c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) (2.1)

Nótese la presencia del signo menos; la fórmula no esta definida como una suma de cuadrados
ordinaria. Por esta razón se dice que la ecuación (2.1) define un espacio “pseudoeuclidiano”.
Con esta definición, los eventos que están separados por un intervalo del género temporal tienen
ds2 > 0; aquellos separados por un intervalo del género espacial ds2 < 0; y aquellos separados por
un intervalo nulo o lumı́nico ds = 0. Tenemos sin embargo la peculiaridad de que esta distancia
invariante ya no es una suma de cuadrados ordinaria. Para que siga siendo dada por el cuadrado
de vectores definimos dos tipos de 4-vectores

1Por ejemplo en electrodinámica se utiliza como punto de observación o “punto campo”.
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xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z)
xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z) (2.2)

y hacemos la regla de que el invariante se obtiene sumando sobre un supeŕındice y un sub́ındice:

ds2 =
3∑

µ=0

dxµdxµ = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (2.3)

Un 4-vector como xµ, con un supeŕındice, es llamado vector contravariante y uno como xµ, con
un sub́ındice, es llamado vector covariante. El producto interno de un vector covariante y uno
contravariante es un invariante (escalar del espacio de Minkowski). Para simplificar la notación
adoptamos el convenio de sumación; un ı́ndice que aparezca una vez como supeŕındice y otra como
sub́ındice se suma automáticamente de 0 a 3:

3∑
µ=0

V µVµ = V µVµ (2.4)

La relación entre xµ y xµ (o entre cualquier vector contravariante y su contraparte covariante)
puede darse introduciendo un tensor métrico gµν :

xµ = gµνx
ν = gµ0x

0 + gµ1x
1 + gµ2x

2 + gµ3x
3 (2.5)

donde se ha usado el convenio de sumación. Por inspección de (2.2), tenemos x0 = x0, x1 = −x1

etc., aśı que de (2.5) es claro que gµν puede ser escrita como una matŕız diagonal

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2.6)

donde las filas y las columnas corresponden a las componentes 0, 1, 2 y 3. Como tiene determinante
no nulo, su inversa existe, y se escribe

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2.7)

de hecho, tiene los mismos valores que gµν en el espacio de Minkowski (en coordenadas cartesianas),
pero esta igualdad no se mantiene en general. Es claro que gµν contiene toda la información sobre
la geometŕıa del espacio -en este caso, el espacio-tiempo de Minkowski. En relatividad especial, sin
embargo, el tensor métrico sólo juega un papel pasivo, y de hecho se introduce por conveniencia.
Pero en relatividad general, juega un papel activo ya que la geometŕıa del espacio no es fija, sino
que depende de la materia que contiene. Las ecuaciones del campo de Einstein, por ejemplo, son
ecuaciones diferenciales para gµν que en este caso depende de las coordenadas (ver [6]). Es común
en f́ısica de part́ıculas trabajar en unidades donde c = 1, aśı (2.3) se convierte en

ds2 = dxµdxµ = dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) (2.8)

5



Resulta que la ecuación (1.3) se deriva de un invariante:

p2 = pµpµ =
E2

c2
− p · p = m2c2 (2.9)

que se forma con el 4-vector de enerǵıa-momento

pµ =
(
E

c
,p
)
, pµ =

(
E

c
,−p

)
. (2.10)

En el sistema de unidades mencionado (2.9) es

p2 = E2 − p2 = m2; (2.11)

esto nos sugiere definir los siguientes operadores diferenciales (ver (2.15))

∂µ = ∂
∂xµ = (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(
1
c
∂
∂t ,

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
=
(

1
c ,∇

)
. .
∂µ = gµν∂ν =

(
1
c ,

∂
∂t ,−∇

) (2.12)

que dan el operador diferencial de segundo orden invariante de Lorentz

∂µ∂µ =
1
c2
∂2

∂t2
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
=

1
c2
∂2

∂t2
−∇2 (2.13)

llamado operador d’Alambertiano.

Usaremos también la notación p · x para pµxµ:

p · x = pµx
µ = Et− p · r, (2.14)

expresión que se encuentra frecuentemente en MC y que por ser un producto de 4-vectores ¡es un
invariante!

2.2 Ecuación de Klein-Gordon

Estamos ahora en condiciones de escribir una función de onda para una part́ıcula sin esṕın -una
part́ıcula escalar. Como no tiene esṕın es de una sola componente, que denotamos con φ. La
función de onda se obtiene de la ecuación (2.9) sustituyendo los operadores diferenciales para E y
p, de la manera acostumbrada en teoŕıa cuántica:

E −→ ih̄
∂

∂t
, p −→ −ih̄∇. (2.15)

Entonces la ecuación (2.9) da (
1
c2
∂2

∂t2
−∇2

)
φ+

m2c2

h̄2 φ = 0,

que en unidades h̄ = c = 1 y usando (2.13), se convierte en(
∂µ∂µ +m2

)
φ = 0. (2.16)
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Esta es conocida como la ecuación de Klein-Gordon. Nótese que sustituyendo (2.15) en la ecuación
(1.2), da la ecuación de Schrodinger de la MC para una part́ıcula libre

− h̄2

2m
∇2φ = ih̄

∂φ

∂t
. (2.17)

Se sigue pues que la ecuación de Schrodinger es la aproximación no relativista de la ecuación de
Klein-Gordon. La densidad de probabilidad para la ecuación de Schrodinger es

ρ = φ∗φ, (2.18)

y la corriente de probabilidad es

j = − ih̄

2m
(φ∗∇φ− φ∇φ∗) ; (2.19)

que obedecen una ecuación de continuidad

∂ρ

∂t
+∇·j =

∂

∂t
(φ∗φ)− ih

2m
(φ∗∇2φ− φ∇2φ∗) = φ∗

(
∂φ

∂t
− ih̄

2m
∇2φ

)
+ φ

(
∂φ∗

∂t
+

ih̄

2m
∇2φ∗

)
= 0,

donde se ha usado la ecuación de Schrodinger y su complejo conjugado. ¿Cuáles son las expre-
siones correspondientes para la ecuación de Klein-Gordon? Para que sea relativista la densidad de
probabilidad, no deberá, como en (2.18), transformarse como un escalar, sino como la componente
temporal de un 4-vector, cuya componente espacial es j , dada por (2.19). Aśı que ρ está dada por

ρ =
ih̄

2m

(
φ∗
∂φ

∂t
− φ∂φ

∗

∂t

)
(2.20)

y con

jµ = (ρ, j) =
ih̄

m
φ∗(
↔
∂0,
↔
∇)φ =

ih̄

m
φ∗
↔
∂µ φ, (2.21)

donde

A
↔
∂µ B =

1
2

[A(∂µB)− (∂µA)B] , (definición) (2.22)

y hemos usado (2.12), tenemos la ecuación de continuidad

∂µj
µ =

ih̄

2m
(φ∗φ− φφ∗) = 0, (2.23)

ya que φ∗ también obedece la ecuación de Klein-Gordon. Luego ρ y j son la densidad de prob-
abilidad y corriente que queremos. Pero esto presenta inmediatamente un problema, porque ρ,
dada por la ecuación (2.20), a diferencia de la expresión (2.18) para la ecuación de Schrodinger, no
siempre es positiva. Como la ecuación de Klein-Gordon es de segundo orden, φ y ∂φ/∂t pueden fi-
jarse arbitrariamente a un tiempo dado, aśı que puede tomar valores negativos, y su interpretación
como una densidad de probabilidad tiene que ser abandonada. La interpretación de la ecuación
de Klein-Gordon como una ecuación de una part́ıcula, con función de onda φ, por lo tanto tiene
que abandonarse también. Se reinterpreta entonces como una ecuación de campo que, bajo cuanti-
zación, tiene una interpretación exitosa para describir part́ıculas. Vale la pena remarcar aqúı que
φ se ha asumido compleja. Si se toma φ real, entonces ρ, aśı como j en (2.20) se anula. Resulta que
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la interpretación correcta de φ compleja es que describe part́ıculas cargadas. φ real corresponde
a part́ıculas eléctricamente neutras, y entonces ρ y j son las densidades de carga y corriente, en
lugar de las densidades de probabilidad y de corriente de probabilidad. Hay otro problema con la
ecuación de Klein-Gordon, y es que la solución de la ecuación 2.9, considerada como un ecuación
para E, es

E = ±(m2c4 + p2c2)1/2, (2.24)

aśı que las soluciones a la ecuación de Klein-Gordon contienen tanto términos con enerǵıa negativa
como positiva. Para una part́ıcula libre, cuya enerǵıa es por tanto constante, esta dificultad puede
evitarse, diciendo que la part́ıcula tiene enerǵıa positiva, e ignorar los estados de enerǵıa negativa.
Pero una part́ıcula interactuante puede intercambiar enerǵıa con su entorno, y entonces no habŕıa
nada que detuviera su cáıda a estados de enerǵıa infinitamente negativa, emitiendo una cantidad
infinita de enerǵıa en el proceso. Esto, por supuesto, no pasa, y por lo tanto establece un problema
para la ecuación de Klein-Gordon para una part́ıcula.
Pasamos ahora de part́ıculas escalares a part́ıculas con esṕın, empezando con part́ıulas de esṕın
1/2 que son descritas por la ecuación de Dirac.

2.3 Representaciones del Grupo de Rotaciones y de Lorentz.

Las rotaciones y las transformaciones de Lorentz forman un grupo2 en el sentido matemático.
Además, como dijimos en la introducción, se hace necesario tratar con funciones de onda (que en
general son vectores multidimensionales complejos que por poseer ciertas propiedades se llaman
espinores), en lugar de con vectores de posición, pero ¿cómo expresar las rotaciones o las transfor-
maciones de Lorentz sobre aquellos? Para esto necesitamos introducir el concepto de isomorfismo.
Se dice que dos grupos son isomorfos entre śı si hay una correspondencia uńıvoca entre elementos
tal que ciertas estructuras algebraicas definidas sobre ellos se conserven (ver [4], pag. 187). Si un
grupo es isomorfo a otro cuyos elementos son matrices, se dice que es último es una representación
matricial del primero. Revisaremos brevemente la conección entre el grupo de rotaciones y SU(2),
e introducimos la idea de los espinores. Después esto se extiende al grupo de Lorentz.

2.3.1 SU(2) y el grupo de rotaciones.

Una rotación espacial general se escribe x′

y′

z′

 = (R)

 x
y
z

 (2.25)

donde R es la matŕız de rotación. Como las rotaciones conservan la distancia al oŕıgen, x′2 + y′2 +
z′2 = x2 + y2 + z2, o r′T r′ = rT r (donde T denota transposición), aśı que

2Un grupo es un conjunto C que satisface las siguientes propiedades:
1. Esta definida una operación binaria (·) entre elementos del conjunto.
2. La operación satisface la propiedad asociativa x · (y · z) = (x · y) · z ∀x, y, zεC).
3. Existe un elemento (elemento identidad) i con la propiedad x · i = x.
4. Para todo x existe un y (inverso de x, denotado x−1) tal que x · y = i.
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rTRTRr = rT r

RTR = 1 (2.26)

y R es una matŕız ortogonal de 3×3. Estas matrices forman un grupo: si R1 y R2 son ortogonales,
también lo es R1R2:

(R1R2)TR1R2 = R2
TR1

TR1R2 = 1

Este grupo es denotado O(3); para matrices de n dimensiones es O(n). Las matrices unitarias
también forman un grupo, denotado U(n), pero las matrices hermitianas no, a menos que conmuten.
Como ejemplo de una rotación, considérese la rotación de un vector V alrededor del eje z. Esta
rotación, considerada como una rotación activa (i.e. una rotación del vector dejando los ejes de
coordenadas fijos), es levógira; considerada como una rotación pasiva (i.e. rotando los ejes, dejando
el vector fijo) es dextrógira. Tenemos V ′x

V ′y
V ′z

 =

 cos(θ) sen(θ) 0
−sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 Vx
Vy
Vz

 (2.27)

aśı que la matŕız de rotación es

Rz(θ) =

 cos(θ) sen(θ) 0
−sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 (2.28)

Para rotaciones alrededor de los ejes x y y tenemos matrices similares:

Rx(φ) =

 1 0 0
0 cos(φ) sen(φ)
0 −sen(φ) cos(φ)



Ry(φ) =

 cos(ψ) 0 −sen(ψ)
0 1 0

sen(ψ) 0 cos(ψ)

 (2.29)

Nótese que estas matrices no conmutan:

Rx(φ)Rz(θ) 6= Rz(θ)Rx(φ); (2.30)

el grupo de rotaciones espaciales tridimensionales, O(3), es no abeliano. Es un grupo de Lie; esto
es, un grupo cont́ınuo, con un número infinito de elementos, ya que los parámetros de rotación, que
son ángulos, toman valores cont́ınuos. Es fácil ver que una rotación general tiene tres parámetros;
R tiene nueve elementos, y la ecuación (2.26) da seis condiciones para ellos. Estos parámetros
pueden elegirse, por ejemplo, como los tres ángulos de Euler. Correspondiendo a tres parámetros
hay tres generadores definidos por

Sz =
1
i

dRz(θ)
dθ

∣∣∣∣
θ=0

=

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ,
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Sx =
1
i

dRx(φ)
dφ

∣∣∣∣
φ=0

=

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 ,

Sy =
1
i

dRy(ψ)
dψ

∣∣∣∣
ψ=0

=

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 . (2.31)

Estos generadores son hermitianos, y rotaciones infinitesimales son dadas por, por ejemplo,

Rz(δθ) = 1 + iSzδθ, Rx(δφ) = 1 + iSxδφ. (2.32)

El conmutador Rz(δθ)Rx(δφ)Rz−1(δθ)Rx−1(δφ) de estas dos rotaciones puede calcularse usando
las relaciones de conmutación

SxSy − SySx ≡ [Sx, Sy] = iSz y permutaciones ćıclicas. (2.33)

Desarrollada a segundo orden, se encuentra que es una rotación alrededor del eje y. Las relaciones
(2.33), con un factor h̄, son las relaciones de conmutación para las componentes del momento
angular. Aśı que los operadores de momento angular son los generadores de rotaciones. Resulta
ahora sencillo escribir la matŕız de rotación para rotaciones finitas. La matŕız correspondiente a
una rotación alrededor del eje z en un ángulo θ = Nδθ, donde (N −→∞) es claramente

Rz(θ) = [Rz(δθ)]
N

= (1 + iSzδθ)N =
(

1 + iSz
θ

N

)N
= eiSzθ. (2.34)

Podemos comprobar que esto da la matŕız requerida (2.28). Definiendo la exponencial por su
expansión en serie de potencias, tenemos

eiSz = 1 + iSzθ − Sz2
θ2

2!
− iSz3

θ3

3!
+ ...

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ θ

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

+
θ2

2!

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 0

+
θ3

3!

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

+ ...

=

 cos(θ) sen(θ) 0
−sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1


que es (2.28). Una rotación finita alrededor de un eje arbitrario n un ángulo θ, y definiendo θ = nθ,
es denotada

Rn(θ) = eiS·θ = eiS·nθ (2.35)

Ahora considérese el grupo SU(2), que consiste de matrices unitarias de 2 × 2 con determinante
unidad
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UU† = 1, detU = 1 (2.36)

Escribiendo

U =
(
a b
c d

)
, (2.37)

la condición de unitaria es U† = U−1, la cual, como detU = 1 , equivale a(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
=
(

d −b
−c a

)
y por tanto a∗ = d, b∗ = −c. Entonces detU = | a |2 + | b |2, aśı que tenemos

U =
(

a b
−b∗ a∗

)
, | a |2 + | b |2 = 1. (2.38)

Esta es considerada como la matŕız de transformación en un espacio bidimensional complejo, cuyos

elementos, denotados ξ =
(
ξ1
ξ2

)
, son llamados espinores;

ξ −→ Uξ, ξ† −→ ξ†U†. (2.39)

Es claro que

ξ†ξ = | ξ1 |2 + | ξ2 |2

es invariante bajo (2.39). Por otra parte, para el producto exterior

ξξ† =
(
| ξ1 |2 ξ1ξ2

∗

ξ2ξ1
∗ | ξ2 |2

)
−→ Uξξ†U†. (2.40)

Obsérvese que ξξ† es una matŕız hermitiana. Vemos de (2.39) que ξ y ξ† se transforman de diferente

forma, pero podemos usar el hecho de que U es unitaria para mostrar que
(
ξ1
ξ2

)
y
(
−ξ2∗
ξ1
∗

)
se

transforman de la misma forma bajo SU(2). Tenemos, comparando (2.38) y (2.39),

ξ1
′ = aξ1 + bξ2,

ξ2
′ = −b∗ξ1 + a∗ξ2, (2.41)

y por lo tanto

−ξ2∗′ = a(−ξ2∗) + bξ1
∗,

ξ1
∗′ = −b∗(−ξ2∗) + a∗ξ1

∗. (2.42)

Ahora (
−ξ2∗
ξ1
∗

)
=
(

0 −1
1 0

)(
ξ1
∗

ξ2
∗

)
= Θ1/2ξ

∗ (2.43)
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donde

Θ1/2 =
(

0 −1
1 0

)
, (2.44)

aśı que debemos mostrar que ξ y Θ1/2ξ
∗ se transforman en la misma forma bajo SU(2); en śımbolos

ξ ∼ Θ1/2ξ
∗ (2.45)

(el śımbolo “∼” significa “se transforma como”). Aśı que

ξ† ∼ (Θ1/2ξ)T = (−ξ2, ξ1), (2.46)

y

ξξ† ∼
(
ξ1
ξ2

)
(−ξ2, ξ1) =

(
−ξ1ξ2 ξ1

2

−ξ22 ξ1ξ2

)
. (2.47)

Llamando a esta matŕız −H, vemos de (2.40) que bajo una transformación SU(2)

H −→ UHU† (2.48)

y además, H es una matŕız de traza nula. Podemos construir ahora, a partir del vector de posición
r, una matŕız de traza nula de 2× 2 que se transforme bajo SU(2) como H. Esta es

h = σ · r =
(

z x− iy
x+ iy −z

)
(2.49)

donde las matrices σ son las bien conocidas matrices de Pauli

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
; (2.50)

h es hermitiana, y la transformación

h ∼ UhU† = h′ (2.51)

conserva que h sea hermitica y tenga traza nula si U es unitaria. Además, si U pertenece a SU(2),
y también tiene determinante 1, entonces det h′ = det h, o

x′2 + y′2 + z′2 = x2 + y2 + z2; (2.52)

la transformación unitaria (2.51) induce una rotación del vector de posición r. Identificando H y h,

concluimos finalmente que una transformación SU(2) sobre
(
ξ1
ξ2

)
equivale a una transformación

O(3) sobre

 x
y
z

 con

x =
1
2
(ξ22 − ξ12), y =

1
2i

(ξ12 + ξ2
2), z = ξ1ξ2. (2.53)

Los parámetros de una transformación SU(2) son a, b, ambos complejos, con una condición:
|a|2 + |b|2 = 1. Hay por lo tanto tres parámetros reales, los mismos que para una rotación.
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Encontraremos ahora una relación expĺıcita entre los dos conjuntos de parámetros. Tomando el
cuadrado y el producto de las dos relaciones (2.41), y usando las expresiones para x, y y z dadas
en la ecuación (2.53), tenemos, bajo SU(2),

x′ =
1
2
(a2 + a∗2 − b2 + b∗2)x− i

2
(a2 − a∗2 + b2 − b∗2)y − (a∗b∗ + ab)z,

y′ =
i

2
(a2 − a∗2 − b2 + b∗2)x+

1
2
(a2 + a∗2 + b2 + b∗2)y − i(ab− a∗b∗)z,

z′ = (ab∗ + ba∗)x+ (ba∗ − ab∗)iy + (|a|2 − |b|2)z. (2.54)

Si ahora ponemos a = ei
α
2 , b = 0 (que cumple |a|2 + |b|2 = 1) en la ecuación (2.54) tenemos

x′ = x cosα+ ysenα
y′ = −xsenα+ y cosα

z′ = z,

que es una rotación en un ángulo α alrededor del eje z. Por lo tanto la correspondencia entre la
matŕız SU(2) (2.38) y la matŕız O(3) (2.28) es

U =
(
ei

α
2 0

0 e−
α
2

)
↔ R =

 cosα sen α 0
−senα cosα 0

0 0 1

 (2.55)

En términos de los generadores Sz (ecuación 2.31) y σz (ecuación 2.50) podemos escribir

U = eiσz
α
2 , R = eiSzα (2.56)

donde la expresión exponencial para U está definida por su expansión en serie de potencias. En
forma similar, poniendo α = cosβ/2, b = senβ/2, tenemos la correspondencia

U =
(

cosβ/2 senβ/2
−senβ/2 cosβ/2

)
↔ R =

 cosβ 0 −senβ
0 1 0

senβ 0 cosβ

 (2.57)

que puede escribirse

U = eiσy
β
2 , R = eiSyβ (2.58)

y, finalmente, poniendo α = cos γ/2, b = isenγ/2, da

U =
(

cos γ/2 isenγ/2
isenγ/2 cos γ/2

)
↔ R =

 1 0 0
0 cos γ senγ
0 −senγ cos γ

 (2.59)

con

U = eiσx
γ
2 , R = eiSxγ . (2.60)

En general, la correspondencia entre una transformación SU(2) en el espacio espinorial
(
ξ1
ξ2

)
y

una transformación O(3) en el espacio

 x
y
z

 es
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U = eiσ·θ/2 = cos θ/2 + i(σ · n)senθ/2↔ R = eiS·θ. (2.61)

Esta correspondencia entre SU(2) y O(3) implica que los grupos deben tener estructura similar, y
por lo tanto que sus generadores obedecen las mismas relaciones de conmutación. De hecho, puede
comprobarse que la matrices de Pauli obedecen[σx

2
,
σy
2

]
= i

σz
2

y permutaciones ćıclicas. (2.62)

Estas son las mismas relaciones que (2.33) y vemos también que los factores 1
2 en (2.62) son los de

(2.61), mostrando pues que el espinor rota medio ángulo de lo que el vector rota. Esta el la causa
de una distinción topológica global entre SU(2) y O(3), ya que como puede verse de las ecuaciones
(2.55) y (2.61), si incrementamos el ángulo α, digamos en 2π tenemos U −→ −U , R −→ R; aśı
que ambos elementos U y −U en SU(2) corresponden a la rotación R en O(3): hay un mapeo dos
a uno de los elementos de SU(2) a los de O(3).

2.3.2 SL(2, C) y el Grupo de Lorentz

Análoga a la correspondencia entre SU(2) y el grupo de rotaciones, hay una correspondencia
entre SL(2, C) y el grupo de Lorentz. Las transformaciones de “empuje” de Lorentz puras (en
español el vocablo inglés “boost” se traduce como “empuje” y se refiere a transición entre sistemas
de referencia) son aquellas que conectan dos sistemas (o marcos) de referencia inerciales, que se
mueven con velocidad relativa v. Supongamos que los ejes de los sistemas son paralelos entre śı.
Si el movimiento relativo es a lo largo de el eje x, las ecuaciones que los relacionan son

x′ =
x+ vt√
1− v2/c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t+ vx/c2√
1− v2/c2

.

Poniendo γ = (1− v2/c2)−1/2, β = v/c, x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z, estas se expresan como

x0′ = γ(x0 + βx1), x1′ = γ(βx0 + x1), x2′ = x2, x3′ = x3.

Observando que γ2 − β2γ2 = 1, podemos escribir

γ = coshφ, γβ = senhφ, (2.63)

aśı que parametrizando la transformación en términos de la variable φ, con tanhφ = v/c, tenemos
x0′

x1′

x2′

x3′

 =


coshφ senhφ 0 0
senhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 (2.64)

Llamemos a esta matŕız la matŕız de empuje B. El generador Kx de esta transformación de empuje
a lo largo de eje x está definida por analoǵıa con (2.31):

Kx =
1
i

∂B

∂φ

∣∣∣∣
φ=0

= −i


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (2.65)
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De manera similar, los otros generadores son (en cada caso habrá que hacer la correspondiente
modificación a la matŕız (2.64))

Ky =
1
i

∂B

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= −i


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ,

Kz =
1
i

∂B

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

= −i


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 . (2.66)

En esta notación matricial de 4× 4, los generadores de rotación (2.31) pueden escribirse

Sx = −i


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , Sy = −i


0 0 0 0
1 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 0 0

 , Sz = −i


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 .

(2.67)
La transformación de Lorentz más general está compuesta de empujes en las tres direcciones, y
rotaciones alrededor de los tres ejes, y los seis generadores son los anteriores. Sus relaciones de
conmutación pueden calcularse expĺıcitamente, siendo estas

[Kx,Ky] = −iSz y permutaciones ćıclicas,
[Sx,Kx] = 0 etc.,

[Sx,Ky] = iKz y permutaciones ćıclicas, (2.68)

junto con (2.33), que se refiere a las S’s solamente. Una consecuencia interesante de estas rela-
ciones es que las transformaciones de Lorentz puras no forman un grupo, ya que los generadores
K no forman un álgebra cerrada bajo conmutación. Por tanto el conmutador de dos empujes
infinitesimales en diferentes direcciones

eiKxδφeiKyδψe−iKxδφe−Kyδψ = 1− [Kx,Ky] δφδψ +Kx
2(δφ)2Ky

2(δψ)2 + ...

contiene, en virtud de la primera de las ecuaciones (2.68), una rotación alrededor del eje z. Este
es el oŕıgen de la precesión de Thomas.
Ahora nos preguntamos de que manera se transforman los espinores de Pauli. Notamos que las
relaciones de conmutación anteriores son satisfechas por

K = ±iσ
2

; (2.69)

aśı que debeŕıa haber dos tipos de espinores, correspondientes a los dos signos posibles de K.
Definamos los generadores

A =
1
2
(S + iK),

B =
1
2
(S− iK). (2.70)
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Las relaciones de conmutación (2.68) y (2.33) son entonces

[Ax, Ay] = iAz y permutaciones ćıclicas,
[Bx, By] = iBz y permutaciones ćıclicas,
[Ai, Bj ] = 0 (i, j = x, y, z).

(2.71)

Esto muestra que A y B cada uno por separado genera un grupo SU(2), y los dos grupos conmutan.
El grupo de Lorentz es pues esencialmente SU(2)⊗SU(2) y los estados que se transformen de man-
era bien definida serán etiquetados con dos momentos angulares (j, j′), el primero correspondiente
a A, y el segundo a B. Como casos especiales, podemos hacer j = 0 o j′ = 0:

(j, 0) −→ S(s) = iK(s) (B = 0),
(0, j′) −→ S(s) = −iK(s) (A = 0), (2.72)

y esto de hecho corresponde a las dos posibilidades en (2.69). Podemos definir ahora dos tipos de
espinor:

Tipo I: (
1
2
, 0) : S(1/2) =

σ

2
, K(1/2) = −iσ

2
.

Denotamos este espinor φR. Si (θ, φ) son los parámetros de una rotación y una transformación de
Lorentz pura, φR se transforma como

φR −→ exp
(
i
σ

2
· θ +

σ

2
· φ
)
φR = exp

[
i
σ

2
· (θ − iφ)

]
φR = MφR. (2.73)

Tipo II: (0,
1
2
) : S(1/2) =

σ

2
.

Este espinor es denotado φL y se transforma como

φL −→ exp
[
i
σ

2
· (θ + iφ)

]
φL = NφL. (2.74)

Los rótulos R y L califican a los espinores como “derecho” e “izquierdo” respectivamente (en inglés
derecha es “right” e izquierda es “left”). Es importante notar que estas son representaciones no
equivalentes del grupo de Lorentz, i.e. no hay una matŕız A tal que N = AMA−1. Ellas de hecho
están relacionadas por

N = Θ1/2M
∗Θ1/2

−1 con Θ1/2 = −iσ2, (2.75)

como se definió en (2.44) anteriormente. Esto se sigue de observar que

σ2σ
∗σ2 = −σ2

2σ = −σ,

luego,

Θ1/2M
∗Θ1/2

−1 = σ2 exp
[
− i

2
σ∗ · (θ + iφ)

]
= N.

Notamos que detM=detN=1, aśı que M y N son matrices complejas de 2×2 con determinante
unidad. Tales matrices forman un grupo, SL(2, C) (S:special, determinante positivo; L:lineal,
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transformación lineal; 2: matŕız de 2x2; C:complex, sus elementos pertenecen al campo de los
números complejos). Este grupo consiste de matrices de la forma

M =
(
a b
c d

)
, ad− bc = 1;

las cuales tienen cuatro números complejos, con dos condiciones y esto deja al grupo con seis
parámetros independientes. Estos seis parámetros están relacionados con los tres ángulos y las
tres velocidades de las transformaciones de Lorentz generales. Resumiendo lo que se ha dicho
hasta aqúı: Junto con los 3-vectores, hay espinores de Pauli de 2 componentes, que tienen una
transformación bien definida (2.61) bajo rotaciones. Bajo transformaciones de Lorentz generales,
sin embargo, hay dos tipos diferentes de espinores de dos componentes, que se transforman por
(2.73) y (2.74). Ellos corresponden a las representaciones ( 1

2 , 0) y (0, 1
2 ) del grupo de Lorentz. En

escencia, la ecuación de Dirac es una relación entre estos espinores.

2.4 Ecuación de Dirac

La ecuación de Dirac, a diferencia de la de Klein-Gordon, es de primer orden, y se considera válida
para part́ıculas de esṕın 1/2. La ecuación de Klein-Gordon no expresa otra cosa que la relación
relativista entre enerǵıa, momento y masa, debe ser cierta para part́ıculas con cualquier esṕın.
La ecuación de Dirac, sin embargo (y las ecuaciones de Maxwell y Proca, con las que tratamos
más adelante), tiene un origen completamente diferente, y puede ser derivada de las propiedades
de transformación de los espinores bajo el grupo de Lorentz. Introduzcamos la operación paridad
(inversión del espacio), bajo la cual la velocidad en los empujes de Lorentz cambia de signo:
v −→ −v. Entonces los generadores K cambian de signo, K −→ −K, igual que las componentes
de un vector, mientras que S no cambia de signo, S −→ +S, comportandose pues como un vector
axial o pseudovector, que es como efectivamente se transforma el momento angular bajo la paridad.
Se sigue que las representaciones (s, 0) y (0, s) se intercambian:

(s, 0)↔ (0, s), bajo paridad (2.76)

y por lo tanto

φR ↔ φL.

Si consideramos la paridad, entonces, no es suficiente considerar los 2-espinores ξ y η separada-
mente, sino el 4-espinor

ψ =
(
φR
φL

)
. (2.77)

Bajo transformaciones de Lorentz ψ se transforma como sigue:

(
φR
φL

)
−→

(
e

1
2σ·(θ−iφ) 0

0 e
1
2σ·(θ+iφ)

)(
φR
φL

)
=
(
D(Λ) 0

0 D(Λ)

)(
φR
φL

)
, (2.78)

con

D(Λ) = ζD∗(Λ)ζ−1, (2.79)
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donde Λ denota una transformación de Lorentz general, que podemos escribir como

x′
µ = Λµνxν , (2.80)

Bajo paridad, ψ se transforma como(
φR
φL

)
−→

(
0 1
1 0

)(
φR
φL

)
. (2.81)

El 4-espinor ψ es una representación irreductible del grupo de Lorentz extendido por paridad.
Nótese, sin embargo, que la representación (2.78) no es unitaria; esto es porque la matŕız exp(σ · φ)
no es unitaria. En general, en mecánica cuántica, uno está interesado solamente en representaciones
unitarias de un grupo de simetŕıa, ya que son sólo estas las que conservan la probabilidad en una
transición entre dos estados, medidas en diferentes marcos de referencia. Esto este problema esta
relacionado con el hecho de que el grupo de Lorentz, a diferencia del grupo de rotaciones es no
compacto. Esto corresponde a grandes rasgos a la observación de que las velocidades, que son
los parámetros de los empujes de Lorentz, toman valores dentro de un conjunto semi-abierto que
corresponde a una ĺınea de v/c = 0 a v/c = 1, mientras que los ángulos en una rotación abarcan
desde θ = 0 hasta θ = 2π, y estos puntos son tales que nuestro conjunto (identificado como una
ĺınea), pueden mapearse sobre un ćırculo cerrado. El espacio grupal del grupo de rotaciones en
finito, pero el del grupo de Lorentz es infinito, aśı que el grupo de Lorentz es no compacto. Hay,
además un teorema de que las representaciones unitarias de grupos no compactos son infinito-
dimensionales. Sin embargo, lo que tenemos es un ejemplo que ilustra la negación de esto, ya
que encontramos una representación de dimensión finita y no unitaria del grupo de Lorentz. Lo
que se tiene actualmente, es la proposición hecha por Wigner de que el grupo fundamental en
f́ısica de part́ıculas no es el grupo de Lorentz (homogéneo) considerado arriba, sino el grupo de
Lorentz inhomogéneo, comúnmente llamado grupo de Poincaré, que consiste de empujes de Lorentz,
rotaciones, y también translaciones espaciales y temporales. Un análisis de este grupo da un
entendimiento más profundo, y también sorpresas inesperadas de la naturaleza del esṕın.
Particularizemos ahora las transformaciones (2.78) al caso de empujes de Lorentz (θ = 0). Tenemos
aśı

φR(pµ) −→ e
1
2σ·φφR(

0

pµ) = [cosh(φ/2) + σ · nsenh(φ/2)]φR(
0

pµ) (2.82)

donde n es un vector unitario en la dirección del empuje de Lorentz. Supóngase que el espinor

original φR(
0
pµ), se refiere a una part́ıcula en reposo, y el transformado φR(pµ), un sistema de

referencia en el que la part́ıcula tiene momento p. De (2.63) tenemos cosh(φ/2) = [(γ + 1)/2]1/2,
senh(φ/2) = [(γ − 1)/2]1/2, de manera que (2.82) se escribe

φR(pµ) =

[(
γ + 1

2

)1/2

+ σ · p
(
γ − 1

2

)1/2
]
φR(

0

pµ). (2.83)

Ya que para una part́ıcula con enerǵıa total E, masa m y momento p, γ = E/m (c = 1), la
ecuación (2.83) se escribe

φR(pµ) =
E +m+ σ · p√

2m(E +m)
φR(

0

pµ). (2.84)

De manera similar encontramos
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φL(pµ) =
E +m− σ · p√

2m(E +m)
φL(

0

pµ). (2.85)

Ahora, cuando una part́ıcula está en reposo, no se puede definir si su esṕın es derecho o izquierdo,

aśı que φR(
0
pµ) = ±φL(

0
pµ). Esta fórmula es la Relación de Ryder. Se sigue entonces de (2.84) y

(2.85) que

φR(p) = ±E + σ · p
m

φL(p). (2.86)

De la misma manera

φL(p) = ±E − σ · p
m

φR(p). (2.87)

Podemos reescribir estas ecuaciones como

∓mφR(p) + (p0 + σ · p)φL(p) = 0,
(p0 − σ · p)φR(p)∓mφL(p) = 0, (2.88)

o, en forma matricial, (
∓m p0 + σ · p

p0 − σ · p ∓m.

)(
φR(p)
φL(p)

)
= 0 (2.89)

Utilizando el 4-espinor (2.77) y definiendo las matrices de 4× 4

γ0 =
(

0 1
1 0

)
, γi =

(
0 −σi
σi 0

)
, (2.90)

la ecuación (2.89) se transforma en

(γ0p0 + γipi ∓m)ψ(pµ) = 0 (2.91)

(nótese que pµ = (E,−p) (ver (2.10)), aśı γ0p0 + γipi = γ0p0 − γ · p, o

(γµpµ ∓m)ψ(pµ) = 0. (2.92)

En el espacio de las coordenadas (sustituyendo i∂µ por pµ) este doble signo desaparece y tenemos
la ecuación

(iγµ∂µ −m) = ψ(xµ) = 0 (2.93)

Esta es la ecuación de Dirac para part́ıculas masivas de esṕın 1
2 . En el caso de part́ıculas sin masa,

es claro, por ejemplo de (2.88), que la ecuación se descompone en dos ecuaciones, cada una para
un espinor de 2 componentes

(p0 + σ · p)φL(p) = 0,
(p0 − σ · p)φR(p) = 0. (2.94)
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Estas son conocidas como las ecuaciones de Weyl, y φL y φR son los espinores de Weyl. Ya que
para una part́ıcula sin masa, p0 = |p|, estas ecuaciones son

σ · pφL = −φL, σ · pφR = φR.

El operador σ · p mide la componente del esṕın en la dirección del momento, y esta cantidad es
llamada helicidad. Por lo tanto los espinores de Weyl son eigenestados de la helicidad, y el espinor
izquierdo (derecho) tiene helicidad negativa (positiva). Tradicionalmente ha sido supuesto que los
neutrinos son part́ıculas sin masa, y por lo tanto descritos por las ecuaciones de Weyl (una de
ellas), pero experimentos recientes (de oscilaciones entre sabores de neutrinos) indican que pueden
tener masa. La forma de deducir la ecuación de Dirac dada arriba, difiere de la que siguió Dirac
originalmente. El propósito de Dirac fué encontrar una ecuación que no tuviera los problemas de
la ecuación de Klein-Gordon.

2.5 Predicción de antipart́ıculas

Vimos que la ecuación de Klein-Gordon adolece de dos defectos: la densidad de probabilidad puede
no ser positiva, y pueden ocurrir estados de enerǵıa negativa. Por esta razón la ecuación de Klein-
Gordon fué descartada y Dirac buscó una ecuación que la reemplazara, que fué, a diferencia de
la de Klein-Gordon, de primer orden. El entonces descubrió la ecuación (2.92), y dedujo que las
matrices γµ deben ser matrices de 4× 4.
La ecuación (2.93) es una ecuación diferencial de primer orden. Aplicando el operador iγµ∂µ otra
vez a esta ecuación:

[−(γµ∂µ)(γν∂ν)− im(γµ∂µ)]ψ = 0,

(γµγν∂µ∂ν +m2)ψ = 0.

Ahora, ∂µ∂ν = ∂ν∂µ,3 aśı γµγν puede ser reemplazada por la combinación simétrica

1
2
(γµγν + γνγµ) =

1
2
{γµ, γν} (2.95)

para obtener

1
2
{γµ, γν}∂µ∂νψ +m2ψ = 0.

Por otra parte, la relatividad requiere que la relación enerǵıa-momento-masa se satisfaga, y por
tanto que cada componente de ψ satisfaga la ecuación de Klein-Gordon

(∂µ∂µ +m2)ψ(x) = 0. (2.96)

Se sigue entonces que el coeficiente de ∂µ∂ν es gµν , aśı

{γµ, γν} = 2gµν . (2.97)

Esta es la relación general que los coeficientes γµ deben satisfacer. Tomando sucesivamente µ =
ν = 0, µ = ν = i y µ 6= ν, vemos que se cumple

3En nuestro trabajo suponemos siempre que [xµ, xν ] = 0, aunque existen especulaciones sobre espacios no-
conmutativos.
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(γ0)
2

= 1, (γi)
2

= −1, γµγν = −γνγµ (ν 6= µ). (2.98)

Es claro que si las cuatro γµs satisfacen (2.97), también lo hacen

γ′µ = SγµS−1 (2.99)

donde S es una matŕız unitaria de 4× 4, y la ecuación de Dirac será pues satisfecha por

ψ′ = Sψ. (2.100)

Construyamos ahora una corriente de probabilidad jµ, análoga a (2.21) para la ecuación de Klein-
Gordon, y veamos si la densidad es positiva. Tomamos la ecuación de Dirac en la forma (2.93),
donde γµ∂µ = γ0∂0 + γi∂i. Ahora tomamos el hermitiaco conjugado de esta ecuación, notando de
(2.90) o (2.98) que γ0† = γ0, γi

† = −γi. Esto da

ψ†(−iγ0
←
∂ 0 + iγi

←
∂ i −m) = 0.

(Aqúı ψ† es un vector fila, y
←
∂ 0 y

←
∂ i operan sobre él a la izquierda.) Esto no tiene forma covariante,

pero multiplicamos en la derecha por γ0, y usamos (2.98) para obtener

−
ψ (iγµ

←
∂ µ +m) = 0 (2.101)

donde

−
ψ= ψ†γ0 (2.102)

se llama el espinor adjunto a ψ. Las ecuaciones (2.93) y (2.101) pueden ser usadas ahora para
mostrar que la corriente

jµ =
−
ψ γµψ (2.103)

se conserva:

∂µj
µ = (∂µ

−
ψ)γµψ+

−
ψ γµ(∂µψ) = (im

−
ψ)ψ+

−
ψ (−imψ) = 0. (2.104)

La densidad j0 es pues

−
ψ γ0ψ = ψ†ψ = |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 + |ψ4|2

y es positiva; j0 sirve entonces como densidad de probabilidad para la part́ıcula considerada, y la
ecuación de Dirac resuelve el problema que la ecuación de Klein-Gordon no resolv́ıa. Veamos ahora
la otra dificultad que enfrentamos con la ecuación de Klein-Gordon, la de los estados de enerǵıa
negativos. Aqúı parece que no se resuelve todo. De hecho, es fácil ver de (2.92) que una part́ıcula
de Dirac en reposo se rige por

γ0p0ψ = mψ,

p0ψ = mγ0ψ. (2.105)
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Los eigenvalores de γ0 son claramente +1 (dos veces) y −1 (dos veces), aśı que hay dos soluciones
de enerǵıa positiva (+m) y dos de enerǵıa negativa (−m). De hecho, puede mostrarse de (2.92),
que los eigenvalores de p0 son

p0 = +(m2 + p2)1/2 dos veces,
p0 = −(m2 + p2)1/2 dos veces.

Para cada valor de p, hay dos posibles soluciones de enerǵıa, correspondientes a estados de una
part́ıcula de esṕın 1

2 , y dos soluciones adicionales de enerǵıa negativa. Este resultado catastrófico
fué transformado por Dirac en un triunfo. Aqúı se tiene el mismo problema que se mencionó
en la ecuación de Klein-Gordon. La ecuación de Dirac es correcta para electrones libres, pero si
tomamos en cuenta la interacción con otra part́ıcula o campo (digamos el campo electromagnético),
el problema de estados de enerǵıa negativa permanece. Un electrón en un estado de enerǵıa positiva
puede saltar a estados de enerǵıa negativa, y luego caer a E → −∞, emitiendo una cantidad
infinita de enerǵıa en el proceso (digamos radiación electromagnética). La solución de Dirac a este
problema radica en el hecho de que los electrones tienen esṕın 1

2 y por lo tanto obedecen el principio
de exclusión de Pauli. Dirac supuso que los estados de enerǵıa negativa ya están completamente
llenos, y el principio de exclución evita que ningún otro electrón entre al “mar” de estados de
enerǵıa negativa. Este “mar de Dirac” es el vaćıo; de manera que en la teoŕıa de Dirac, el vaćıo no
es “nada”, ¡sino un mar infinito de electrones, protones, neutrinos, neutrones y demás part́ıculas de
esṕın 1

2 con enerǵıas negativas! Esta ingeniosa teoŕıa hace una predicción importante, supóngase
que hay una vacante en el mar de electrones: un “hueco” con enerǵıa −|E|. Un electrón con enerǵıa
E puede llenar este hoyo, emitiendo enerǵıa 2E, y dejando un vaćıo:

e− + hueco −→ enerǵıa, (2.106)

el hueco tiene carga efectiva +e y enerǵıa positiva, y es llamado positrón, la antipart́ıcula del
electrón. Esta teoŕıa de Dirac predijo la existencia de antipart́ıculas para todas las part́ıculas de
esṕın 1

2 , y en su momento, fueron encontradas. Se puede pensar pues que los bosones también
tengan antipart́ıculas, pero para ver esto se requiere tratar φ, la “función de onda” de Klein-
Gordon, como un campo cuantizado. La predicción y descubrimiento de antipart́ıculas es uno de los
episodios más destacados en la historia de la f́ısica de part́ıculas, e inspira confianza considerable en
la ecuación de Dirac. De hecho la ecuación de Dirac ha tenido destacados logros en sus predicciones
y aplicaciones. Debe notarse sin embargo que la ecuación de Dirac no es la ecuación de una sola
part́ıcula, ya que describe tanto part́ıculas como antipart́ıculas. La única filosof́ıa consistente con
esto es considerar el espinor ψ como un campo, tal que |ψ|2 da una medida del número de part́ıculas
en un punto particular. Este campo es un campo cuántico.

2.6 Construcción de los espinores de Dirac: álgebra de las
matrices γ.

Es útil saber las propiedades de la transformación de Lorentz de expresiones bilineares como
−
ψ ψ,

−
ψ γµψ, etc. Empezamos mostrando que

−
ψ ψ, es una cantidad escalar. Trabajamos en la base (??)

ψ =
(
φR
φL

)
, (2.107)
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y sabemos que bajo una transformación de Lorentz (incluyendo rotación) (θ, φ) tenemos, de (2.78),

φR −→ exp
[
i

2
σ · (θ − iφ)

]
φR, φL −→ exp

[
i

2
σ · (θ + iφ)

]
φL, (2.108)

por lo que

φ†R −→ φ†R exp
[
− i

2
σ · (θ + iφ)

]
, φ†L −→ φ†L exp

[
− i

2
σ · (θ − iφ)

]
, (2.109)

y es evidente que

ψ†ψ = φ†RφR + ψ†LφL (2.110)

no es invariante. Sin embargo, el espinor adjunto ψ tiene componentes

ψ = ψ†γ0 = (φ†Rφ
†
L)
(

0 1
1 0

)
= (φ†Lφ

†
R), (2.111)

de manera que

ψψ = φ†LφR + φ†RφL (2.112)

es invariante (i.e. un escalar) bajo transformaciones de Lorentz. Además bajo paridad

φR ↔ φL, (2.113)

aśı ψψ −→ ψψ, y es un verdadero escalar, i.e. no cambia de signo bajo inversión espacial.
Ahora definimos la matŕız de 4× 4

γ5 =
(

1 0
0 −1

)
. (2.114)

(Recuérdese que cada entrada es una matŕız de 2× 2.) Esto define γ5 en la base (2.107). En una
base arbitraria se define por

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5. (2.115)

entonces vemos que

ψγ5ψ = (φ†Lψ
†
R)
(

1 0
0 −1

)(
φR
φL

)
= φ†LψR − φ

†
RψL. (2.116)

Es claro de (2.108),(2.109) y (2.113) que esta es invariante bajo transformaciones de Lorentz, pero
cambia de signo bajo paridad. Por esta razón es llamada una cantidad pseudoescalar. Ahora
considérese la cantidad ψγµψ, la cual sospechamos que se transforma como un 4-vector bajo
transformaciones de Lorentz. Sus componentes espaciales y temporales son

ψγ0ψ = φ†RψR + φ†LψL, (2.117)

ψγψ =
(
φ†Lφ

†
R

)( 0 −σ
σ 0

)(
φR
φL

)
= −φ†LσψL + φ†RσψR. (2.118)
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Bajo rotaciones espaciales (θ 6= 0, φ = 0) tenemos

ψγ0ψ −→ ψγ0ψ (2.119)

y si θ es infinitesimal,

ψγψ −→ −φ†Re
− i

2σ·θσe
i
2σ·θφL + φ†Le

− i
2σ·θσe

i
2σ·θφR =

−φ†R
(

1− i

2
σ · θ

)
σ

(
1 +

i

2
σ · θ

)
φL + φ†L

(
1− i

2
σ · θ

)
σ

(
1 +

i

2
σ · θ

)
φR =

−φ†R (σ − θ × σ)φL + φ†L (σ − θ × σ)φR = ψγψ − θ × (ψγψ). (2.120)

Esto puede encontrarse usando las relaciones de conmutación (2.62), expresadas en la forma

[σi, σj ] = 2iεijkσk, (2.121)

donde

εijk =

 +1 si (ijk) es una permutación par de (123),
−1 si (ijk) es una permutación impar de (123),
0 de otra forma

(2.122)

y poniendo σ · θ = σiθi. La ecuación (2.120) describe el comportamiento de un vector bajo rota-
ciones: para θ infinitesimal, la ecuación (2.27) da V ′x = Vx + θVy, V ′y = VyθVx, V ′z = Vz, lo cual es
la componente z de

V′ = V − θ ×V.

Adicionalmente, la componente temporal, por (2.119), el invariante bajo rotaciones, aśı que
−
ψ γµψ

efectivamente se comporta como un 4-vector bajo rotaciones. Resulta que también lo hace bajo
transformaciones de empuje de Lorentz, i.e., como xµ en (2.64) para empujes a lo largo del eje x.
Además bajo paridad es fácil ver que

ψγ0ψ −→ ψγ0ψ, ψγψ −→ ψγψ (2.123)

como pasa con un vector polar. Esto se resume diciendo que ψγµψ se transforma como un vector.
De la misma manera, puede mostrarse que ψγµγ5ψ se comporta como un vector axial (o pseudovec-
tor) -se comporta como un 4-vector bajo transformaciones de Lorentz, incluyendo rotaciones, pero
tiene un comportamiento opuesto a (2.123) bajo paridad, aśı que la parte espacial se transforma
como un tensor antisimétrico de segundo rango. Esto completa todas las posibilidades porque,
en cuatro dimensiones, un tensor de rango 3 si transforma como un pseudovector, y un tensor de
rango 4 como un pseudoescalar; en tres dimensiones esta transición pasa más rápido -un tensor de
rango 2, como r× p, que es un vector axial, y un tensor de rango 3 como el elemento de volumen
dxdydz es un pseudoescalar. Estos resultados se resumen como sigue:

ψψ : escalar,
ψγ5ψ : pseudoescalar,
ψγµψ : vector,
ψγµγ5ψ : vector axial,
ψ(γµγν − γνγµ)ψ : tensor antisimétrico.

(2.124)
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Construyamos ahora espinores correspondientes a un estado arbitrario de movimiento de una
part́ıcula de Dirac. No trabajaremos en la representación (2.77), que podemos llamar la repre-
sentación quirial (porque φR y φL son eigen-estados de quirialidad, cuyo operador es γ5) sino en la
representación estandar, en la que γ0 es diagonal. De (2.105), esta es claramente la representación
apropiada para describir part́ıculas en reposo. Las soluciones de ondas planas de la ecuación de
Dirac para una part́ıcula en reposo son

ψ(x) = u(0)e−imt, enerǵıa positiva,
ψ(x) = v(0)eimt, enerǵıa negativa, (2.125)

con dos espinores de las dos enerǵıas positivas y dos para enerǵıas negativas

u(1)(0) =


1
0
0
0

 , u(2)(0) =


0
1
0
0

 , v(1)(0) =


0
0
1
0

 , v(2)(0) =


0
0
0
1

 . (2.126)

Aqúı γ0 es, en la representación estandar,

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2.127)

la cual escribimos en la forma condensada usual:

γ0 =
(

1 0
0 −1

)
. (2.128)

Esto se obtiene de la representación quirial

γ0RE = Sγ0RQS
−1,

S =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(2.129)

aśı que, en la representación estandar,

ψ = S

(
φR
φL

)
=

1√
2

(
φR + φL
φR − φL

)
. (2.130)

Para un empuje de Lorentz a un marco en movimiento, tenemos, de (2.78) con θ = 0,(
φR
φL

)
−→

(
φ′R
φ′L

)
=
(
e

1
2σ·φ 0

0 e−
1
2σ·φ

)(
φR
φL

)
= M

(
φR
φL

)
, (2.131)

luego en la representación estandar la matŕız de empuje es

MRE = SMRQS
−1 =

(
cosh(φ/2) σ · nsenh(φ/2)

σ · nsenh(φ/2) cosh(φ/2)

)
(2.132)

y como
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cosh(φ/2) =
(
E +m

2m

)1/2

senh(φ/2) =
(

E−m
2m

)1/2

, tanh(φ/2) =
| p |

E + m

con | p | = (E2 −m2)1/2, obtenemos

MRE =
(
E +m

2m

)1/2


1 0 pz

E+m
px−ipy

E+m

0 1 px+ipy

E+m
−pz

E+m
−pz

E+m
px−ipy

E+m 1 0
px+ipy

E+m
−pz

E+m 0 1

 (2.133)

y los correspondientes espinores de ondas planas son

ψ(α)(x) = u(α)(p)e−ip·x enerǵıa positiva,
ψ(α)(x) = v(α)(p)eip·x enerǵıa negativa,

(2.134)

donde α = 1, 2, y u(α)(p) y v(α)(p) se obtienen multiplicando MRE por los espinores de reposo
(2.126), dando

u(1) =
(
E +m

2m

)1/2


1
0
pz

E+m
pr

E+m

 , u(2) =
(
E +m

2m

)1/2


0
1
pl

E+m

− pz

E+m

 , (2.135)

v(1) =
(
E +m

2m

)1/2


pz

E+m
pr

E+m

1
0

 , v(2) =
(
E +m

2m

)1/2
 pl

E+m

− pz

E+m0
1

 , (2.136)

donde pr,l = px ± ipy. La normalización de los espinores u es

u(1)u(1) =

(
E +m

2m

)(
1 0 − pz

E+m
pl

E+m

)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




1
0

− pz

E+m
pl

E+m

 = 1,

y similarmente para u(2). Los resultados finales son

u(α)(p)u(α′)(p) = δαα′

v(α)(p)v(α′)(p) = −δαα′

u(α)(p)v(α′)(p) = 0

u(α)†(p)u(α′)(p) = v(α)†(p)v(α′)(p) =
E

m
δαα′ . (2.137)

Además de (2.91) y (2.134), u y v satisfacen
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(γµpµ −m)u(p) = 0, (γµpµ +m)u(p) = 0, (2.138)

y los espinores adjuntos obedecen

u(p)(γµpµ −m) = 0, u(p)(γµpµ +m) = 0. (2.139)

El operador

P+ =
∑
α

u(α)(p)u(α)(p) (2.140)

también es importante. Es un operador de proyección, ya que, en vista de (2.137),

P+
2 =

∑
α,β

u(α)(p)u(α)(p)u(β)(p)u(β)(p) =
∑
α

u(α)(p)u(α)(p) = P+. (2.141)

Claramente elimina estados de enerǵıa negativa. Encontraremos ahora una expresión para P+. De
(2.138),

(γµpµ −m)P+ = 0,

por lo tanto

γµpµ
m

P+ = P+. (2.142)

Ahora asumimos que P+ es de la forma a + bγµpµ. Insertando (2.142) en esto tenemos a = mb.
Entonces usando P+

2 = P+ da b = 1/2m, aśı que finalmente tenemos

P+ =
∑
α

u(α)(p)u(α)(p) =
γµpµ +m

2m
. (2.143)

Similarmente el operador de proyección para estados de enerǵıa negativa es

P− = −
∑
α

v(α)(p)v(α)(p) =
−γµpµ +m

2m
. (2.144)

Como es de esperarse P+ + P− = 1. Es apropiado notar algunas propiedades de las trazas. Como
estamos trabajando con matrices γµ y estas son matrices de 4× 4, tenemos

Tr 1 = 4

y empleando la propiedad ćıclica de la traza, tenemos

Tr (γ · a)(γ · b) = Tr (γ · b)(γ · a)
= 1

2Tr aµbν{γ
µ, γν}

= a · bTr 1 = 4a · b.
(2.145)

Mostramos ahora que la traza de un número impar de matrices γ es cero. Para hacerlo, usamos el
hecho de que γ5, definida por (2.115), tiene las propiedades

(γ5)2 = 1, {γ5, γµ} = 0. (2.146)
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Adoptemos, por conveniencia, la notación “gorro”

aµγ
µ = a · γ ≡ â. (2.147)

Entonces tenemos

Tr â1...ân = Tr â1...ânγ
5γ5 = Tr γ5â1...ânγ5.

Ahora movemos la γ5 de la izquierda pasando por cada a, con un consecuente cambio de signo
cada vez, obteniendo eventualmente

Tr â1...ân = (−1)nTr â1...ânγ5γ5

aśı que

Tr â1...ân = 0, n impar. (2.148)

Finalmente, sustituyendo

γµγν = −γνγµ + 2gµν

en los primeros dos factores de Tr (γ · a)(γ · b)(γ · c)(γ · d), obtenemos

Tr (γ · a)(γ · b)(γ · c)(γ · d) = −Tr (γ · b)(γ · a)(γ · c)(γ · d) + 2a · b Tr (γ · c)(γ · d). (2.149)

Estas fórmulas son importantes cuando se calculan secciones transversales de dispersión.

2.7 Ĺımite no Relativista y el Momento Magnético del Electrón

Las part́ıculas con esṕın también poseen un momento magnético “intŕınseco”. Ahora, una carga e
de momento angular L circulando en una orbita cerrada interacciona con un campo magnético y
posee un momento magnético efectivo

µ =
e

2m
L. (2.150)

Si la naturaleza fuera sencilla, la constante de proporcionalidad entre el esṕın del electrón S = 1
2 h̄σ

y su momento magnético seŕıa la misma, e
2m , de manera que el momento magnético intŕınseco

seŕıa e
2m |S| = eh̄

4m . El consecuente desplazamiento en las frecuencias de lineas espectrales seŕıa
entonces el del efecto de Zeeman “normal”. Los experimentos revelan, sin embargo, un efecto de
Zeeman “anómalo”, explicable si la constante de proporcionalidad para el esṕın el dos veces la del
movimiento orbital de manera que el momento magnético del electrón es −µ donde

µ = 2
e

2m
S =

e

m
S =

eh̄

2m
σ. (2.151)

(Aqúı la carga del electrón se toma como negativa.) El factor 2 algunas veces es llamado el factor
g de Landé, gs = 2. Uno de los éxitos de la teoŕıa de Dirac del electrón es que da el valor correcto
de gs. Para derivar esto debemos considerar la ecuación, no para un electrón libre, sino para
un electrón en presencia de un campo electromagnético. Hay una prescripción de alargamiento
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de derivadas para hacer esto, conocida como la prescripción “mı́nima” (o “sustitución mı́nima”).
Consiste en reemplazar el momento pµ por

pµ −→ pµ − eAµ (2.152)

o, con pµ = (E,p), Aµ = (φ,A),

E −→ E − eφ, p −→ p− eA. (2.153)

La ecuación de Dirac (2.91) es entonces

γ0(E − eφ)ψ − γ·(p− eA)ψ = mψ. (2.154)

En la representación estandar de la matrices γ (ver (2.128) y (2.129))

γ0 =
(

1 0
0 −1

)
, γ =

(
0 σ
−σ 0

)
, ψ =

(
ξ
η

)
, (2.155)

de donde obtenemos

(E − eφ)
(

ξ
−η

)
− (p− eA) ·

(
0 σ
−σ 0

)(
ξ
η

)
= m

(
ξ
η

)
que escribimos expĺıcitamente como dos ecuaciones

(E − eφ)ξ − σ·(p− eA)η = mξ, (2.156)

−(E − eφ)η − σ·(p− eA)ξ = mη. (2.157)

La segunda ecuación da

η = (E +m− eφ)−1σ·(p− eA)ξ.

Nótese que el orden de estos factores puede ser importante, ya que si consideramos p = −ih̄∇ como
operador, él y φ(r) no conmutan. En el ĺımite no relativista y de campo débil E +m− eφ ≈ 2m,
p ≈ mv, aśı que

η ≈ 1
2m

σ·(p− eA)ξ = 0
(v
c

)
ξ (2.158)

y vemos que las últimas dos componentes de ψ son mucho más pequeñas que las primeras dos.
Insertando (2.158) en (2.156) tenemos

Eξ =
(σ · π)(σ · π)

2m
ξ +mξ + eφξ

donde π = −ih̄∇− eA, y, con E = m+W , tenemos

Wξ =
[

1
2m

(σ · π)(σ · π) + eφ

]
ξ. (2.159)

Ahora usando σiσj = δij + iεijkσk si sigue que

(σ ·A)(σ ·B) = A ·B + iσ · (A×B) (2.160)
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por lo que

(σ · π)2 = π · π + iσ · (π × π) = (p− eA)2 + iσ·(p− eA)× (p− eA). (2.161)

La única parte diferente de cero del producto cruz en el último término es

p×A + A× p. (2.162)

Usando la igualdad de operadores

[pi, Aj ] = ih̄∂iAj

tenemos, tomando la diferencia con la misma ecuación con i↔ j,

(piAj − pjAi) + (Aipj −Ajpi) = −ih̄(∂iAj − ∂jAi).

Multiplicando ambos lados por εijk y sumando sobre i y j obtenemos la componente k de

p×A + A× p = −ih̄∇×A = −ih̄B,

por lo que tenemos un valor para (2.162). Sustituyendo finalmente en (2.159) da Wξ = Ĥξ donde

Ĥ =
1

2m
(p̂− eA)2 + eφ− eh̄

2m
σ ·B. (2.163)

Los primeros dos términos dan el Hamiltoniano bien conocido, y el último término es la enerǵıa
de interacción de un momento magnético (2.151) con un campo magnético. Luego la ecuación de
Dirac predice el momento magnético del electrón correcto, con gs = 2.
Los otros términos, que despreciamos (véase la leyenda arriba de (2.158)), dan una interacción
esṕın-orbita con el factor correcto de la precesión de Thomas de 2.
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Parte 3

El Grupo de Poincaré

Como ya hemos dicho, la ecuación de Dirac describe part́ıculas con esṕın 1
2 , y la manera como la

derivamos parece garantizarnos esto. Pero para completar la descripción necesitamos encontrar un
operador de esṕın Si (i = 1, 2, 3) con las relaciones de conmutación correctas

[Si.Sj ] = iεijkSk (3.1)

y su cuadrado debe ser un invariante del grupo, i.e. debe conmutar con todos los generadores:

S · S = S2 = s(s+ 1), (3.2)

donde s es el esṕın de la part́ıcula. Adicionalmente, el hecho de que hay dos soluciones a las
ecuaciones γµpµu = mu significa que S debe conmutar con γµpµ

[S, γµpµ] = 0. (3.3)

La búsqueda de S resulta ser particularmente dif́ıcil, y no la seguiremos hasta el final pero encon-
traremos lo suficiente para mostrar algunos aspectos peculiares de la naturaleza del esṕın.

Podemos intentar como primera suposición

S =
1
2
Σ =

1
2

(
σ 0
0 σ

)
. (3.4)

Este tiene los eigenvalores correctos de para las soluciones de enerǵıa positiva y negativa ± 1
2 , y

obedece las relaciones de conmutación (3.1), pero no obedece (3.3) porque

[Σ, γµ] 6= 0.

Esto puede verse directamente trabajando con uno o dos conmutadores, u observando que, si
definimos

σµν =
i

2
[γµ, γν ], (3.5)

luego, en la representación estandar (2.155),

σij = εijk

(
σk 0
0 σk

)
= εijkΣk, (3.6)
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y entonces tenemos

[Σi, γµ] = iεijk(γjgkµ − γkgjµ).

El operador relativista de esṕın, no es, entonces, 1
2Σ. (Para una part́ıcula en reposo, sin embargo,

γµpµ = Eγ0, y entonces 1
2Σ es un buen operador de esṕın.) Σ es, por supuesto, la matŕız repre-

sentativa de S, aśı que concluimos que el operador relativista de esṕın no es 1
2S. Esto se confirma

por el hecho de que S · S = S2 no conmuta con todos los generadores del grupo de Lorentz. Por
ejemplo,

[S2,K1] = [S1
2,K1] + [S2

2,K1] + [S3
2,K1]

y es fácil ver que

[S1
2,K1] = 0,

[S2
2,K1] = −i(S2K3 +K3S2),

[S3
2,K1]i(S3K2 +K2S3),

aśı que

[S2,K1] 6= 0.

y por lo tanto

[S2,Ki] 6= 0. (3.7)

El esṕın es una propiedad “cinemática” de las part́ıculas elementales. La otra propiedad cinemática
obvia que poseen es la masa. Ambas debeŕıan describirse por cantidades invariantes bajo transfor-
maciones relativistas. Ahora, la masa M es dada por

M2 = PµP
µ (3.8)

y Pµ, el operador de momento, no aparece en el análisis del grupo de Lorentz (homogéneo), descrito
anteriormente. Esto es porque Pµ es el generador de translaciones espacio-temporales

xµ −→ x′µ = xµ + aµ (3.9)

las cuales nunca consideramos. Lo que debemos hacer pues juntar estas transformaciones con
las del grupo de Lorentz. Esto da el grupo de Lorentz inhomogéneo, comúnmente llamado grupo
de Poincaré. Fue Wigner quien mostró por primera vez un análisis de este grupo. Lo que él
encontró fue que la masa y el esṕın efectivamente las dos propiedades que caracterizan a los
sistemas invariantes bajo el grupo de Poincaré, y que el esṕın también corresponde a un grupo de
simetŕıa de rotación SU(2), pero solo si M2 ≥ 0, i.e. si el momento es “del género temporal”. En
el caso M2 = 0, el esṕın deja de ser descrito por SU(2), y esto es, de hecho, el porqué del hecho
de que los estados de polarización de una part́ıcula sin masa con esṕın S son Sz = ±S solamente;
por ejemplo, los fotones f́ısicos no existen en un estado Sz = 0, mientras que las part́ıculas masivas
de esṕın 1 śı. En el caso de momento de “género espacial”, M2 ≤ 0, el “esṕın” nuevamente es
diferente, y puede en realidad corresponder a un parámetro cont́ınuo. Veamos ahora la estructura
del grupo de Poincaré. Si hacemos una translación a través de una distancia aµ, eiP ·a, después un
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empuje a un marco que se mueve con velocidad v = tanhφ, eiK·φ, luego transladamos de regreso
una cantidad −aµ, y por último empujamos al revés aplicando una velocidad −v, entonces ¿cuál
es el resultado final? El grado de diferencia del punto inicial es, por supuesto, la medida de la
estructura del grupo. La práctica común es considerar transformaciones infinitesimales (desde las
cuales las finitas pueden ser generadas) y aśı

e−iK·φe−iP ·aeiK·φeiP ·a = (1− iK · φ)(1− iP · a)(1 + iK · φ)(1 + iP · a)
. = 1 + [Pµ, Pν ]aµaν + 2[Pµ,Ki]aµφi + [Ki,Kj ]φiφj .

Por lo que la estructura del grupo se conoce cuando las relaciones de conmutación entre los gen-
eradores es conocida. El grupo de Lorentz inhomogéneo tiene diez generadores: tres Ss para
rotaciones, tres Ks para empujes y cuatro P s para translaciones. Las relaciones de conmutación
entre las Ss y Ks ya han sido encontradas (2.68). Será pues sencillo derivar una expresión para Pµ,
y aśı calcular el conjunto completo de relaciones de conmutación entre los generadores del grupo de
Poincaré. (Las relaciones de conmutación de los generadores de un grupo son llamadas el álgebra
de Lie del grupo, de manera que (2.68) es el álgebra de Lie del grupo de Lorentz.) Empecemos
derivando una expresión para Sz, que genera rotaciones alrededor del eje z:

x′ = x cos θ + ysenθ,
y′ = −xsenθ + y cos θ,
z′ = z

El generador Sz es definido a través de su acción sobre una función f(x, y, z) como

Szf(x, y, z) = i limθ→0

[
f(x′,y′,z′)−f(x,y,z)

θ

]
= i limθ→0

[
f(x+yθ,y−xθ,z)−f(x,y,z)

θ

]
= i
(
y ∂f∂x − x

∂f
∂y

) (3.10)

o

Sz = −i
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
. (3.11)

Similarmente

Sx = −i
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
, Sy = −i

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
, (3.12)

y puede probarse que

[Sx, Sy] = iSz, y permutaciones ćıclicas. (3.13)

Las expresiones (3.11) y (3.12) son las expresiones mecano-cuánticas para los operadores de mo-
mento angular (con el factor h̄). La fórmula (3.10) puede reescribirse de acuerdo con la siguiente
definición. El generador correspondiente a un parámetro aα se define como

Xα = i
(
∂x′

∂aα

∣∣∣
a=0

∂
∂x + ∂y′

∂aα

∣∣∣
a=0

∂
∂y + ∂z′

∂aα

∣∣∣
a=0

∂
∂z + ∂t′

∂aα

∣∣∣
a=0

∂
∂t ı
)

i∂x
′µ

∂aα
∂
∂xµ (α = 1, ..., r).

(3.14)
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Esta se refiere a un grupo de transformaciones de r-parámetros. Puede comprobarse que, con
aα = θ, esta definición da Sz. Ahora aplicamos la fórmula (3.14) a las transformaciones de Lorentz
puras:

x′ = γ(x+ vt), y′ = y, z = z, t′ = γ(t+ vx), γ = (1− v2)−1/2.

De manera análoga a como procedimos en (3.10) encontramos que el generador Kx es dado por

Kx = i

(
t
∂

∂x
+ x

∂

∂t

)
, (3.15)

y similarmente

Ky = i

(
t
∂

∂y
+ y

∂

∂t

)
, Kz = i

(
t
∂

∂z
+ z

∂

∂t

)
. (3.16)

Esto da

[Kx,Ky] = −iSz, y permutaciones ćıclicas,
[Kx, Sy] = iKz, y permutaciones ćıclicas,
[Kx, Sx] = 0, etc.,

(3.17)

exactamente como en (2.68). Vemos nuevamente que las transformaciones de Lorentz puras no
forman un subgrupo del grupo de Lorentz, pero las rotaciones śı. Las relaciones (3.13) y (3.17)
constituyen el álgebra de Lie del grupo de Lorentz, que puede ser escrita de manera unificada
definiendo

Jµν(µ, ν = 0, ..., 3) =
{
Jij = −Jji = εijkSk
Ji0 = −J0i = −Ki

(i, j, k,= 1, 2, 3). (3.18)

Entonces tenemos

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ). (3.19)

Para obtener el álgebra de Lie del grupo de Poincaré debemos tomar en cuenta los generadores de
translaciones

x′µ = xµ + aµ

que son, por (3.14),

Px = i
∂

∂x
, etc.,

o

Pµ = i
∂

∂xµ
, (3.20)

lo que justifica el śımbolo Pµ, los generadores de translaciones son los operadores de enerǵıa-
momento. Ahora es directo probar las relaciones de conmutación

[Pµ, Pν ] = 0, (3.21)
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[Pµ, Jρσ] = i(gµρPσ − gµσPρ]. (3.22)

La relación (3.21) muestra que las translaciones en diferentes direcciones conmutan (lo que es
intuitivamente obvio), y (3.21) y(3.22) muestran que tanto S y P conmutan con el hamiltoniano
P0 = H, pero K no, aśı que no da una cantidad conservada. Las relaciones (3.19), (3.21) y (3.22)
muestran que el álgebra de Lie que involucra los diez generadores es efectivamente cerrada (los
operadores en los miembros derechos están contenidos en el conjunto), y por lo tanto que las
transformaciones generan un grupo. Una transformación de Lorentz inhomogénea general (o sea,
que incluye empujes, rotaciones y translaciones) es

x′µ = Λµνxν + aµ. (3.23)

La matŕız Λ (una generalización de (2.64) para incluir rotaciones) debe conservar la “longitud” de
x: x′µx′µ = xµxµ, por lo que

ΛµρΛνσgµν = gρσ (3.24)

o

ΛµρΛσµ = δσρ , (3.25)

aśı que la inversa de Λ es

(Λ−1)
µ

ν = Λνµ. (3.26)

Apliquemos ahora una segunda transformación Λ a x′µ

x′′µ = Λ
µ
ν(x′ν) + aµ = Λ

µ
νΛνkxk + Λ

µ
νa
ν + aµ. (3.27)

Esta es de la forma (3.23), y podemos expresar la operación del grupo como

{Λ, a}{Λ, a} = {ΛΛ,Λa+ a}. (3.28)

El elemento unidad es por supuesto {1, 0}. Veamos ahora el método de Wigner. Este se funda en
el hecho de que, para un estado con momento pµ, el efecto de una transformación de Lorentz es
cambiar pµ, pero dejar pµpµ inalterado. En efecto, un estado |p〉 con

Pµ |p〉 = pµ |p〉 (3.29)

bajo una transformación (Λ, a) se convierte a

U(Λ, a) |p〉 = |Λp〉 (3.30)

con

Pµ |Λp〉 = (Λp)µ |Λp〉 (3.31)

pero por (3.25)

(Λp)2 = (Λp)µ(Λp)µ = PµPµ = P 2. (3.32)
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Por lo que una transformación de Lorentz deja PµPµ invariante. Hasta ahora, esto es porque
PµPµ conmuta con todos los generadores del grupo, y entonces es un invariante llamado el primer
invariante de Casimir C1,

C1 = PµPµ. (3.33)

Como consecuencia, todos los estados obtenidos por transformaciones de Lorentz desde un estado
inicial tienen el mismo valor de p2. Además, como el signo de p0 no cambia con una transformación
de Lorentz, el conjunto completo de estados que forman bases para representaciones del grupo cae
dentro de seis distintas categoŕıas:

(i) p2 = m2 > 0, p0 > 0,
(ii) p2 = m2 > 0, p0 < 0,
(iii) p2 = 0, p0 > 0,
(iv) p2 = 0, p0 < 0,
(v) pµ ≡ 0,
(vi) p2 < 0.

(3.34)

La primera y la tercera categorias corresponden a part́ıculas f́ısicas masivas y sin masa, la quinta es
el vaćıo, y la sexta debe corresponder a part́ıculas virtuales (que frecuentemente tienen momento
del género espacial).
Habiendo escogido un pµ particular, que pertenece a una categoŕıa particular {pµ}, una observación
importante es que el subgrupo del grupo de Poincaré que deja pµ invariante, el cual es llamado el
grupito1 de pµ, tiene la misma estructura para todos los momentos en {pµ}. Considérese ahora la
categoŕıa (i), p2 = m2. Un pµ particular es el del marco de la part́ıcula en reposo; denotémoslo
por kµ:

kµ = (m, 0, 0, 0). (3.35)

¿Cuál será su grupito? Claramente es el grupo de rotaciones, ya que éste no tendrá efecto sobre
kµ:

El grupito para kµ es el grupo de rotaciones SU(2). (3.36)

Aśı, para un momento del género temporal, saber el efecto de una transformación de Lorentz
arbitraria requiere solo un conocimiento de las representaciones del grupo de rotaciones. Esta es
la conclusión del trabajo de Wigner, y para entenderla más apropiadamente, vamos a ver algunos
detalles. Considérese pµ del género temporal arbitrario. Claramente existe una transformación de
Lorentz que transforma kµ (el marco en reposo anterior) en pµ. Llámese L(p):

pµ = Lµν(p)kν . (3.37)

(En general, L será un producto R−1BR donde R es una rotación que lleva a p al eje z y B es
un empuje de la forma (2.64.) Denotamos los estados en el espacio de Hilbert |p, σ〉, y |k, σ〉: σ es
un ı́ndice de esṕın. Correspondientemente a (3.37) en el espacio-tiempo, tenemos la relación en el
espacio de Hilbert

|p, σ〉 = U(L(p)) |k, σ〉 . (3.38)

1A falta de nomenclatura en español para referirse al concepto matemático que en inglés se designa como “little
group”, se ha traducido directamente y a la vez definido esta palabra.
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Aqúı U(L(p)) es un operador unitario (matŕız) que representa a L(p). Ahora considérese una
transformación de Lorentz arbitraria Λ,

pµ −→ p′µ = Λµνpν , (3.39)

y la correspondiente transformación unitaria

|p, σ〉 −→ U(Λ) |p, σ〉 . (3.40)

Necesitamos encontrar U(Λ) |p, σ〉. Primero usamos (3.38):

U(Λ) |p, σ〉 = U(Λ)U(L(p)) |k, σ〉

luego multiplicamos por lo que es claramente la identidad

U(Λ) |p, σ〉 = U(L(Λp))U−1(L(Λp))U(Λ)U(L(p)) |k, σ〉

después usamos la ley del grupo U−1(A) = U(A−1)

U(Λ) |p, σ〉 = U(L(Λp))U(L−1(Λp))U(Λ)U(L(p)) |k, σ〉

y de nuevo otra ley de la forma U(A)U(B)U(C) = U(ABC)

U(Λ) |p, σ〉 = U(L(Λp))U(L−1(Λp)ΛL(p)) |k, σ〉 . (3.41)

Ahora L−1(Λp)ΛL(p) es una matŕız que, cuando opera sobre kµ, da kµ otra vez, como L(p) cambia
k a p (ecuación (3.37)), Λ cambia p a Λp, y L−1(Λp) cambia Λp a k, entonces L−1(Λp)ΛL(p) es
una rotación (ver (3.36)), y U(L−1(Λp)ΛL(p)) es entonces una matŕız de la forma exp(iS·θ), cuyos
elementos denotamos Dσ′σ(R), con R = L−1(Λp)ΛL(p), aśı que

U(Λ) |p, σ〉 = U(L(Λp))
∑
σ′

Dσ′σ(R) |k, σ′〉 =
∑
σ′

Dσ′σ(R)U(L(Λp)) |k, σ′〉 =
∑
σ′

Dσ′σ(R) |Λp, σ′〉 ,

(3.42)
donde se ha usado (3.38) en la última ĺınea. Concluimos que, para conocer las representaciones del
grupo de Lorentz para un estado del género temporal, solo necesitamos saber las representaciones
del grupo de rotaciones. Por lo que el esṕın, definido como cualquier caracteŕıstica que los estados
pueden tener y que es afectada por las transformaciones de Lorentz, está dado por el grupo de
rotaciones, y hemos entonces probado que (3.36) se cumple para todos los momentos de género
temporal. Adviértase qué resultado tan impresionante es este. Al principio, cuando aprendiamos
mecánica cuántica, asumiamos que el esṕın era un especie de momento angular y por lo tanto
dado por una representación del grupo de rotaciones, pero si no fuera por el trabajo de Wigner
no tendŕıamos una explicación razonable de esta suposición. Por otra parte, cuando tratamos la
categoria (iii), estados con momento de género temporal, encontramos que esto no es verdad; el
esṕın ya no es dado por el grupo de rotaciones. Aún tenemos que preguntar: si la masa corresponde
al operador de Casimir (3.33), ¿qué operador invariante corresponde al esṕın? Vimos en (3.7) que
no es S2. Introduzcamos el pseudovector de Pauli-Lubanski Wµ:

Wµ = −1
2
εµνρσJ

νρPσ. (3.43)
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Aqúı εµνρσ es el śımbolo totalmente antisimétrico en cuatro dimensiones. Es claro que Wµ es
ortogonal a Pµ:

WµP
µ = 0, (3.44)

de manera que en el marco de reposo de la part́ıcula W es de género espacial, Wµ = (0,W) con

Wi = −1
2
εiνρσJ

νρPσ = −m
2
εijk0J

jk = −mΣi,

que muestra que Wi se reduce esencialmente a Σi en el marco de reposo. Puede mostrarse que el
segundo invariante de Casimir es

C2 = WµW
µ = −m2s(s+ 1) (3.45)

donde s es el esṕın de la part́ıcula. El grupo de Poincaré es de rango 2, aśı que solo hay dos
invariantes de Casimir, que ya encontramos. Lo que todav́ıa no encontramos, sin embargo, son los
operadores de esṕın mismos. No pueden ser Wi(i = 1, 2, 3) porque estos son solo tres componentes
de un 4-vector, y en cualquier caso, Wi no tiene las relaciones de conmutación requeridas de SU(2)
(3.1). Los operadores de esṕın correctos son más bien de forma complicada.
Consideremos breve, y finalmente el caso de part́ıculas de género lumı́nico, p2 = 0. Elijamos

kµ = (k, 0, 0, k) (3.46)

que corresponde al marco de reposo en el caso de género lumı́nico. Esto describe una part́ıcula sin
masa que se mueve a lo largo del eje z. Confiamos en el método del grupito de Wigner nuevamente,
aśı que necesitamos saber cuál es la transformación de Lorentz más general que deja kµ invariante.
Resulta ser una combinación particular de empujes (con parámetros u y v) y rotaciones (parámetros
θ y, u, v), y en lugar de U(L−|(Λp)ΛL(p)) en (3.41) obtenemos

U = 1 + iθS3 + iu(K1 − S2) + iv(K2 + S1) = 1 + iθS3 + iuL1 + ivL2. (3.47)

Los generadores L1, L2 y S3 forman un álgebra de Lie

[L1, L2] = 0,
[S3, L1] = iL2,
[L2, S3] = iL1.

(3.48)

Esta no es el álgebra de Lie del grupo de rotaciones SU(2), por el cero en la primera relación. De
hecho corresponde al grupo de rotaciones (generadas por S3) y translaciones (generadas por L1,
L2) en el plano (el llamado grupo euclidiano E(2)). El significado f́ısico de esto no es claro, pero
podemos ver que el “esṕın” de part́ıculas sin masa no es el de las masivas. Podemos de hecho
aprender algo de esto notando que, ya que m2 = 0, y de (3.45) tenemos

W ·W |k〉 = 0, P · P |k〉 = 0 (3.49)

y de (3.44)

W · P |k〉 = 0,

entonces Wµ y Pµ son ortogonales y ambos de género lumı́nico. Esto significa que deben ser
proporcionales,
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(Wµ − λPµ) |k〉 = 0, (3.50)

y tenemos el resultado de que el estado de una part́ıcula sin masa esta caracterizado por un número
λ, que es la razón de Wµ y Pµ y por tanto tiene dimensiones de momento angular. Este es llamado
helicidad. Si se incluye la paridad, la helicidad toma dos valores, λ y −λ para part́ıculas sin masa
(este es un famoso teorema de Weinberg [37]). Lo que parece ser un misterio es porqué λ es entero
o semientero.
Esto reproduce lo que sabemos acerca del neutrino de Weyl (asumiendo que el neutrino no tiene
masa) y el fotón. Un neutrino izquierdo sin masa obedece la ecuación de Weyl y tiene λ = − 1

2 .
Los fotones pueden tener estados tanto derechos como izquierdos circularmente polarizados, con
λ± 1 (pero no λ = 0), que podŕıa aparecer si el fotón fuera masivo.
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Parte 4

Teoŕıa Generalizada para
Part́ıculas de Esṕın 1

2

4.1 Ecuación de Dirac Generalizada

En esta sección investigaremos la influencia de las fases en las ecuaciones de la MCR. Empezaremos
nuevamente con la construcción de la ecuación de Dirac pero tomando en cuenta una fase arbitraria
en la llamada relación de Ryder para espinores en reposo. Esta construcción se hace en base a
las propiedades de transformación de espinores (reglas de Wigner), las cuales se cumplen para
cualquier esṕın. Con el fin de tener una notación conveniente, procedemos a introducir algunas
definiciones, las cuales de hecho utilizaremos para esṕın arbitrario. Cuando nos refiramos a un
esṕın en particular, se aclarará oportunamente.

Como hicimos anteriormente, vamos a restringirnos a transformaciones de Loretz puras (sin
rotaciones). En este caso renombramos las matrices M y N definidas en las ecuaciones (2.73) y
(2.74), de manera que se tiene

M −→ ΛR(pµ ←
0
pµ) = exp(+S · φ) = ΛL−1(pµ ←

0
pµ)

N −→ ΛL(pµ ←
0
pµ) = exp(−S · φ) = ΛR−1(pµ ←

0
pµ)

(4.1)

Donde
0
pµ= (E,0), pµ esta definido en (2.10), S =

∑
i Siei es un operador vectorial compuesto

de generadores cuya dimensión depende del esṕın s en cuestión, y ΛR (ΛL) es la representación
irreducible (s, 0) ((0, s)) del grupo de Lorentz que relaciona los marcos en reposo y en movimiento.
Ahora bien, en Mecánica Cuántica las funciones de estado que describen un sistema tienen asociada
una arbitrariedad debida a un factor de fase, el cual es anulado al tomar la densidad de probabilidad
asociada con la función. Como esta cantidad es la que tiene importancia en la descripción del
sistema fisico, la fase queda indefinida. En la MCR que es nuestro caso, vamos a atribuir dicha
arbitrariedad en la fase al considerar espinores en un marco en reposo. Entonces podemos escribir
la siguiente relación (esta generalización fue hecha por V. Dvoeglazov en [8], [9] y [10]):

φR(
0
pµ) = e+iαφL(

0
pµ) (relación de Ryder generalizada)

φL(
0
pµ) = e−iαφR(

0
pµ)

(4.2)
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Además los espinores en un marco en reposo se relacionan con un marco en movimiento a través
de las reglas de Wigner (ver ref.[12])

φR(pµ) = ΛR(pµ ←
0

pµ)φR(
0

pµ), φL(pµ) = ΛL(pµ ←
0

pµ)φL(
0

pµ). (4.3)

Introduciendo la relación de Ryder generalizada tenemos

φR(pµ) = eiαΛR(pµ ←
0

pµ)φL(
0

pµ), φL(pµ) = e−iαΛL(pµ ←
0

pµ)φR(
0

pµ). (4.4)

Para que estas relaciones involucren espinores con momento diferente de cero, es mejor expresarlas
de otra forma, observando que un espinor en un marco en reposo puede obtenerse de uno en
movimiento bajo una transformación Lorentz inversa. Aśı, podemos reescribir las expresiones
(4.4) de la siguiente forma (en adelante se omitirán los argumentos de las Λ’s por comodidad)

φR(pµ) = eiαΛRΛL−1φL(pµ), φL(pµ) = e−iαΛLΛR−1φR(pµ). (4.5)

Ahora bien, como nos interesa introducir la operación paridad necesitamos incluirla en las repre-
sentaciónes del grupo de Lorentz. Esto se logra haciendo la suma directa de las dos representaciones:
(s, 0) ⊕ (0, s). Con esto obtenemos una representación irreducible del grupo de Lorentz extendido
a paridad. Aśı pues, nuestra función de onda resulta ser un nuevo objeto llamado “biespinor”.
Entonces escribimos las expresiones (4.5) como(

φR(pµ)
φL(pµ)

)
=
(

eiαΛRΛL−1φL(pµ)
e−iαΛLΛR−1φR(pµ)

)
(4.6)

o con matrices(
1 0
0 1

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
=
(

0 eiαΛRΛL−1

e−iαΛLΛR−1 0

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
.

Podemos definir la matŕız de fase Ω =
(
e−iα 0

0 eiα

)
, de manera que después de multiplicar por

esta y agrupar elementos en un solo miembro de la igualdad tenemos(
−e−iα ΛRΛL−1

ΛLΛR−1 −eiα
)(

φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0. (4.7)

En el caso particular de esṕın 1/2 (donde S = σ
2 ), se obtiene(

− exp(−iα) exp(σ · φ)
exp(−σ · φ) exp(iα)

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0. (4.8)

Luego de desarrollar en series exp(±σ · φ) y agrupar términos podemos escribir:(
−e−iα [coshφ+ (σ · n̂)senhφ]

[coshφ− (σ · n̂)senhφ] −eiα
)(

φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0 (4.9)

donde n̂ = φ/ | φ |. Ahora, introduciendo las relaciones

coshφ = E/m, senhφ =| p | /m, n̂ = p/ | p |, (4.10)

y multiplicando por m tenemos:
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(
−me−iα E + σ · p
E − σ · p −meiα

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0,

o poniendo
(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= ψ(pµ):

[γµpµ −mΩ]ψ(pµ) = 0 (4.11)

En forma expĺıcita esta es(
−m(cosα− isenα) E + σ · p

E − σ · p −m(cosα+ isenα)

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0 (4.12)

que con ayuda de las matrices gamma (2.90) y (2.115), podemos escribir como

[γµpµ −m cosα+ imγ5senα]ψ(pµ) = 0. (4.13)

Resulta que la ecuación de Dirac para biespinores de enerǵıa positiva (negativa) se obtiene de aqúı
al fijar α = 0 (π), y como puede observarse resultan de elecciones particulares de la fase.

Si hacemos ahora α = ±π/2 la ecuación (4.12) se convierte en(
±im E + σ · p

E − σ · p ∓im

)(
φR(p)
φL(p)

)
= 0 (4.14)

que podemos reescribir como

(γµpµ ± imγ5)ψ(pµ) = 0; (4.15)

escrita en el espacio de las coordenadas (pµ → i∂µ) seŕıa:

(γµ∂µ +mγ5)ψ(xµ) = 0 (4.16)

A primera vista, puesto que la forma de esta ecuación dinámica es diferente de la de Dirac, esper-
amos que los biespinores tengan una forma diferente y que impliquen tal vez excitaciones f́ısicas
nuevas. No obstante, en [8] se muestra que ella está relacionada con la ecuación original de Dirac
por medio de una transformación unitaria, de modo que nada debeŕıa cambiar. ¡Pero no es aśı!
Esto se debe a que, después de construir una función lagrangiana debe ser posible obtener, después
de considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange, tanto la ecuación (4.16) como su adjunta (análoga
a la ecuación (2.101)). Sin embargo, en la misma referencia se demuestra que esto es imposible de
hacer utilizando solamente las variables ψ y ψ, sino que hay que introducir por lo menos otra vari-
able y su correspondiente adjunta, de manera que la nueva función de onda tendŕıa 8 componentes
(en [10] esta función ha sido nombrada “dibispinor”). Aśı pues, a partir del teorema de Noether
para la función lagrangiana modificada y considerando algunas simetŕıas, se deducen expresiones
diferentes para por ejemplo, el vector de densidad de corriente, y el operador de carga, el tensor de
enerǵıa-momento y el tensor de momento angular y el operador de esṕın. Además las propiedades
de las soluciones de la ecuación (4.15) respecto a la operación paridad, son diferentes comparando
con las que tienen las soluciones de la ecuación de Dirac.

Otro hecho interesante que cabe mencionar esta relacionado con el anticonmutador de dos fun-
ciones de campo libres a una separación arbitraria x−x′, a tiempos iguales. El resultado incluye la
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función de Green par de la ecuación de Klein-Gordon (resultado (11) de [11]), la cual es diferente
de cero para (x − x′)2 ≤ 0, es decir para intervalos del género espacial. Esto implica que observ-
ables “locales”, que se construyen utilizando los operadores de campo y el teorema de Wick, no
conmutan a tiempos iguales. Entonces la teoŕıa implica no-localidad.

Habiendo analizado las implicaciones de la relación (4.2), procedemos a investigar otra posibil-
idad. Otra posibilidad de relacionar espinores en reposo es a través de una transformación lineal
arbitraria T, junto con la operación de conjugación compleja (ver [9], [10]):

φR(
0

pµ) = TφL∗(
0

pµ). (4.17)

Por otra parte, las matrices de Pauli σi junto con la matŕız identidad forman un conjunto completo,
de manera que cualquier matŕız puede escribirse en términos de ellas. Además por un teorema
matemático, la propiedad de completez se conserva si se multiplica dicho conjunto por una matŕız no
singular y podemos expresar a T usando el nuevo conjunto. Para nuestros propósitos procedemos
a multiplicar por la matŕız σ2, para que al expandir a T en función del conjunto {σ2, σ2σi}, la
expresión (4.17) quede en la forma

φR(
0

pµ) = ieiβΘ1/2φL
∗(

0

pµ). (4.18)

Ahora bien, usando el hecho de que Θ1/2 = −iσ2, donde Θs es el operador de Wigner (que para
cualquier esṕın satisface ΘsSΘs

−1 = −S∗), obtenemos

φL(
0

pµ) = −ieiβΘ1/2φR
∗(

0

pµ). (4.19)

Entonces

φR(pµ) = +ieiβΛRΘ1/2[ΛL
−1]∗φL∗(pµ),

φL(pµ) = −ieiβΛLΘ1/2[ΛR
−1]∗φR∗(pµ); (4.20)

y usando la propiedad mencionada del operador de Wigner

φR(pµ) = +ieiβΘ1/2φL
∗(pµ),

φL(pµ) = −ieiβΘ1/2φR
∗(pµ). (4.21)

En forma matricial tenemos

(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= eiβ

(
0 iΘ1/2

−iΘ1/2 0

)(
φR
∗(pµ)

φL
∗(pµ)

)
= Sc1/2

(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
, (4.22)

donde Sc1/2 es el operador de conjugación de carga. Vemos entonces que en el caso de la
relación (4.17), en lugar de obtener una ecuación de movimiento se obtiene una condición de auto-
conjugación de carga, en la cual cada componente del biespinor satisface solamente la ecuación de
Klein-Gordon.

Adicionalmente y sin entrar en detalles, mencionamos que a partir de la forma más general de
la relación de Ryder
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φR(
0

pµ) = T1φL(
0

pµ) + T2φL
∗(

0

pµ), (4.23)

puede obtenerse una ecuación generalizada en la representación (1/2, 0)⊕ (0, 1/2):(
a
γµpµ
m

+ bΩSc1/2 − Ω
)
ψ(pµ) = 0, (4.24)

la cual fue obtenida en las referencias citadas.

4.2 Base de Helicidad para esṕın 1
2

Existen otras ideas aparte de lo tratado en la sección anterior. En algunos art́ıculos [14, 15, 16, 17]
se ha generalizado la ecuación de Dirac de diferente forma. Aśı mismo se ha generalizado el for-
malismo de Bargmann y Wigner[18]. En base a esto se ha propuesto un conjunto de 12 ecuaciones
para un campo tensorial antisimétrico de segundo rango. Algunas de ellas llevan a transiciones
con rompimiento de paridad. En esta sección se presenta un estudio de topicos que se relacionan
con los trabajos anteriores [7].

Como es sabido, el operador Ŝ3 = σ3/2 ⊗ I2 no conmuta con el Hamiltoniano de Dirac si el
3-momento no está alineado con el tercer eje, es decir el eje z (la función de campo se expande en
ondas planas):

[Ĥ, Ŝ3]− = (γ0γk ×∇i)3 (4.25)

Además, Berestetskĭı, Lifshitz y Pitaevsk̆ı señalan que [19] “... el momento orbital angular l y el
espin s de una part́ıcula en movimiento no se conservan por separado. Unicamente el momento
angular total j = l + s se conserva. Por eso, la componente del esṕın en cualquier dirección fija
(tomada a lo largo del eje z), tampoco se conserva, y no puede elegirse para enumerar los estados de
polarización (esṕın) de una part́ıcula en movimiento.” Lo mismo declaró Novozhilov en su libro [20].

Por otra parte, el operador de helicidad σ · p̂/2⊗ I2, p̂ = p/|p| conmuta con el Hamiltoniano
(más precisamente, el conmutador es igual a cero cuando actúa sobre las soluciones de onda plana
de una part́ıcula fermiónica).

A pesar de ello, lo más común es el empleo de una base construida con 4-espinores tales que
son eigen-estados del operador Ŝ3,

u 1
2 ,

1
2

= N+
1
2


1
0
1
0

 , u 1
2 ,−

1
2

= N+
− 1

2


0
1
0
1

 , v 1
2 ,

1
2

= N−1
2


1
0
−1
0

 , v 1
2 ,−

1
2

= N−− 1
2


0
1
0
−1

 . (4.26)

El primer sub́ındice significa el esṕın, el segundo los estados de polarización, y las N son constantes
de normalización que aqúı eligiremos de manera que se satisfaga (2.137). Estos espinores pueden
obtenerse bajo la transformación unitaria que convierte las matrices gamma presentadas en la
sección (2.4) de la representación estandar a la llamada representación espinorial (véase ec 2.90).
Continuando, adicionalmente a lo dicho la base de helicidad no ha sido bien estudiada ni es muy
utilizada (véase sin embargo [20, 21, 22]).

Los espinores en la base usual son
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u 1
2 ,

1
2
(pµ) =

1√
2m(E +m)


p+ +m
pr

p− +m
−pr

 u 1
2 ,−

1
2
(pµ) =

1√
2m(E +m)


pl

p− +m
−pl

p+ +m

 (4.27)

v 1
2 ,

1
2
(pµ) =

1√
2m(E +m)


p+ +m
pr

−p− −m
pr

 v 1
2 ,−

1
2
(pµ) =

1√
2m(E +m)


pl

p− +m
pl

−p+ −m

 (4.28)

donde p± = E±pz, pr,l = px±ipy. Ellos son los autoestados de paridad con autovalores ±1, donde

usamos la matŕız γ0 =
(

0 1
1 0

)
como operador de paridad (en [27] puede consultarse el método

para obtener la matŕız de paridad). Centremos ahora nuestra atención en la base de helicidad. Los
2-eigen-espinores del operador de helicidad

1
2
σ · p̂ =

1
2

(
cos θ senθe−iφ

senθe+iφ − cos θ

)
(4.29)

pueden parametrizarse de la siguiente forma [23, 24]:

φ 1
2↑

=
(

cos θ2e
−iφ/2

sen θ2e+iφ/2

)
, φ 1

2↓
=
(

sen θ2e−iφ/2

− cos θ2e
+iφ/2

)
, (4.30)

para los auto-valores ±1/2, respectivamente.

Ahora bien, para imponer los requerimientos de la teoŕıa cuántica y la teoŕıa relativista a
una part́ıcula cualquiera, basta que su función de onda satisfaga una ecuación de Klein y Gordon
generalizada.1 La ecuación seŕıa ya entonces una ecuación de movimiento. En el caso de part́ıculas
de esṕın 1/2 (i. e., dos grados de libertad), debemos esperar por tanto que ella sea equivalente a
la ecuación de Dirac que derivamos de forma diferente. Con c = h̄ = 1 y dado que p2 = (σ · p2)
tenemos2

(E + σ · p)(E − σ · p)φ = m2φ . (4.31)

Ésta puede interpretarse como un conjunto de dos ecuaciones de primer grado para 2-espinores.
Al mismo tiempo, observamos que estos últimos pueden elegirse como auto-estados del operador
de helicidad, que de hecho se encuentra en (4.31):3

(E − (σ · p))φ↑ = (E − p)φ↑ = mχ↑ , (4.32)
(E + (σ · p))χ↑ = (E + p)χ↑ = mφ↑ , (4.33)
(E − (σ · p))φ↓ = (E + p)φ↓ = mχ↓ , (4.34)
(E + (σ · p))χ↓ = (E − p)χ↓ = mφ↓ . (4.35)

1El adjetivo se debe a que podemos escribir esta ecuación para cualquier esṕın.
2El método presentado a continuación se debe a van der Waerden y Sakurai [38]. Recientemente ha sido usado

por A. Gersten y V. Dvoeglazov.
3Esto no puede hacerse si elegimos la base (4.26), en cual los 4-espinores son autoestados del operador paridad.
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En otra base que no sea la de helicidad, no podemos obtener relaciones tan simples entre φh y χh.
Cuando los espinores φ han sido definidos por la ecuación (4.30) podemos construir los 4-

espinores correspondientes u y v 4

u↑(pµ) = N+
↑

(
φ↑

E−p
m φ↑

)
=

1√
2

√E+p
m φ↑√
m
E+pφ↑

 u↓(pµ) = N+
↓

(
φ↓

E+p
m φ↓

)
=

1√
2

√ m
E+pφ↓√
E+p
m φ↓

 (4.40)

v↑(pµ) = N−↑

(
φ↑

−E−pm φ↑

)
=

1√
2

 √
E+p
m φ↑

−
√

m
E+pφ↑

 v↓(pµ) = N−↓

(
φ↓

−E+p
m φ↓

)
=

1√
2

 √
m
E+pφ↓

−
√

E+p
m φ↓


(4.41)

donde se ha normalizado a la unidad (±1)):5

ūλ(pµ)uλ′(pµ) = δλλ′ v̄λ(pµ)vλ′(pµ) = −δλλ′ , (4.42)
ūλ(pµ)vλ′(pµ) = 0 = v̄λ(pµ)uλ′(pµ) (4.43)

Se puede probar que la matŕız

P = γ0 =
(

0 1
1 0

)
(4.44)

es buena como operador de paridad tanto en la base de helicidad como en la base original de la
teoŕıa de Dirac. Es más, los 4-espinores (4.40,4.41) satisfen la ecuación de Dirac en la representación
espinorial de las matrices γ (véase directamente de (4.31)). Por eso, la función transformada bajo
paridad Ψ′(t,−x) = PΨ(t,x) tiene que satisfer la ecuación siguiente

[iγµ∂′µ −m]Ψ′(t,−x) = 0 , (4.45)

con ∂′µ = (∂/∂t,−∇i). Esto es posible solo cuando P−1γ0P = γ0 y P−1γiP = −γi. La matŕız
(4.44) cumple con los requerimientos exigidos normalmente. También es posible construir oper-
adores de proyección sobre los estados u y v similares a (2.143) y (2.144)

4También se puede intentar construir otro esquema diferente de la teoŕıa de Dirac: los 4-espinores podŕıan ser
considerados no como autoespinores del operador de helicidad en el espacio de representación (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2),
cf. [15], sino que podŕıan ser los auto-estados del operador de helicidad quiral, que fue introducida en [2a]. En este
caso, en lugar de las ecuaciones de Dirac las ecuaciones en el espacio de momentos pueden escribirse (cf. [2c],[16])

pµγµU↑ −mU↓ = 0 , (4.36)

pµγµU↓ −mU↑ = 0 , (4.37)

pµγµV↑ + mV↓ = 0 , (4.38)

pµγµV↓ −mV↑ = 0 . (4.39)

Las flechas ↑↓ se refieren a los estados de helicidad quiral, por ejemplo, uη = 1√
2

(
Nφη

N−1φ−η

)
.

5Claro, que no hay dificultades en cambiar la normalización a ±m, que puede ser más conveniente para el estudio
del ĺımite sin masa.
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P+ = +
∑
λ

uλ(p)ūλ(p) =
pµγ

µ +m

2m
, (4.46)

P− = −
∑
λ

vλ(p)v̄λ(p) =
m− pµγµ

2m
, (4.47)

con las propiedades requeridas P+ + P− = 1 y P 2
± = P±. Con ellos podemos expandir los 4-

espinores definidos en la base (4.26) como una combinación lineal de los 4-espinores en la base de
helicidad:

uσ(pµ) = Aσλuλ(pµ) +Bσλvλ(pµ) , (4.48)
vσ(pµ) = Cσλuλ(pµ) +Dσλvλ(pµ) . (4.49)

Multiplicando estas ecuaciones por ūλ′ , v̄λ′ y utilizando las condiciones de normalización, obten-
emos Aσλ = Dσλ = ūλuσ, Bσλ = Cσλ = −v̄λuσ. Aśı que, la matŕız de transformación de la base
usual a la base de helicidad es(

uσ
vσ

)
= U

(
uλ
vλ

)
, U =

(
A B
B A

)
(4.50)

en la que ni A ni B son unitarias:

A = (a++ + a+−)(σµaµ) + (−a−+ + a−−)(σµaµ)σ3 , (4.51)
B = (−a++ + a+−)(σµaµ) + (a−+ + a−−)(σµaµ)σ3 , (4.52)

donde

a0 = −i cos(θ/2)sen(φ/2) ∈ =m , a1 = sen(θ/2) cos(φ/2) ∈ <e , (4.53)
a2 = sen(θ/2)sen(φ/2) ∈ <e , a3 = cos(θ/2) cos(φ/2) ∈ <e , (4.54)

y

a++ =

√
(E +m)(E + p)

2
√

2m
, a+− =

√
(E +m)(E − p)

2
√

2m
, (4.55)

a−+ =

√
(E −m)(E + p)

2
√

2m
, a−− =

√
(E −m)(E − p)

2
√

2m
. (4.56)

Sin embargo, A†A+B†B = 1, que lleva a la conclusión de que la matŕız de 4×4 U es unitaria. Esta
matŕız actúa a los ı́ndices de esṕın (σ,λ), no a los indices espinoriales, por lo que la transformación
también se expresa en la siguiente forma:

uασ = [Aσλ ⊗ Iαβ +Bσλ ⊗ γ5
αβ ]u

β
λ , (4.57)

vασ = [Aσλ ⊗ Iαβ +Bσλ ⊗ γ5
αβ ]v

β
λ . (4.58)
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A continuación se investigan las propiedades de los 4-espinores en la base de helicidad con
respecto a las operaciones de simetrias discretas P,C y T . Se espera que λ → −λ con respecto
a paridad P , como dicen Berestetskĭı, Lifshitz y Pitaevskĭı [19].6 Para p tenemos p → −p. Esto
implica en un sistema de coordenadas esféricas que los ángulos cambian según θ → π−θ, ϕ→ π+ϕ
y los 2-autoespinores de helicidad φ↑↓ se transforman a −iφ↓↑, vease [24]. Entonces,

Pu↑(−p) = −iu↓(p) , Pv↑(−p) = +iv↓(p) , (4.59)
Pu↓(−p) = −iu↑(p) , Pv↓(−p) = +iv↑(p) . (4.60)

Concluimos que a nivel clásico (dentro de la Teoŕıa Clásica de Campos), los 4-espinores de helicidad
se transforman a los 4-espinores de helicidad opuesta.
Con respecto a la operación de conjugación de carga:

C =
(

0 Θ
−Θ 0

)
K (4.61)

donde K es la operación conjugación compleja, tenemos

Cu↑(p) = −v↓(p) , Cv↑(p) = +u↓(p) , (4.62)
Cu↓(p) = +v↑(p) , Cv↓(p) = −u↑(p) , (4.63)

gracias a las propiedades del operador de Wigner Θφ∗↑ = −φ↓ y Θφ∗↓ = φ↑. En el caso de la
operación CP (y PC) obtenemos:

CPu↑(−p) = −PCu↑(−p) = +iv↑(p) , (4.64)
CPu↓(−p) = −PCu↓(−p) = −iv↓(p) , (4.65)
CPv↑(−p) = −PCv↑(−p) = +iu↑(p) , (4.66)
CPv↓(−p) = −PCv↓(−p) = −iu↓(p) . (4.67)

En el espacio de Fock pueden encontrarse resultados similares.7 Para ello definimos el operador de
campo como

Ψ(xµ) =
∑
λ

∫
d3p

(2π)3

√
m

2E
[uλaλe−ipµx

µ

+ vλb
†
λe

+ipµx
µ

] (4.68)

Donde se introduce un factor
√
m para conservar la normalización acostumbrada de campos

fermiónicos. En el sistema de unidades c = h̄ = 1, dichos campos deben tener dimensiones de
[energia]3/2, con objeto de que la acción S =

∫
Ld4x sea adimensional (en concordancia con

h̄ = 1). Se asume que las relaciones de conmutación son las relaciones estándar [25, 26, 27, 28]8

(compare con [15, 16])

6De hecho, si x → −x, entonces el vector p → −p, pero el pseudovector S → S, de donde se sigue la declaración
de arriba.

7Lo que sigue fue hecho en [7].
8Los unicos cambios posibles pueden ser relacionados con formas diferentes de normalización de los 4-espinores,

los cuales contribuyen un factor adicional de la función δ.
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[
aλ(p), a†λ′(k)

]
+

= 2Eδ(3)(p− k)δλλ′ [aλ(p), aλ′(k)]+ = 0 =
[
a†λ(p), a†λ′(k)

]
+
, (4.69)[

aλ(p), b†λ′(k)
]
+

= 0 =
[
bλ(p), a†λ′(k)

]
+
, (4.70)[

bλ(p), b†λ′(k)
]
+

= 2Eδ(3)(p− k)δλλ′ [bλ(p), bλ′(k)]+ = 0 =
[
b†λ(p), b†λ′(k)

]
+
. (4.71)

Si uno define UPΨ(xµ)U−1
P = γ0Ψ(xµ

′
), UCΨ(xµ)U−1

C = CΨ†(xµ) y el operador anti-unitario de
inversión del tiempo (VTΨ(xµ)V −1

T )† = TΨ†(xµ
′′
), entonces es fácil obtener las transformaciones

corespondientes de los operadores de creación y anniquilación (cf. los libros de texto citados).

UPaλU
−1
P = −ia−λ(−p) UP bλU

−1
P = −ib−λ(−p) , (4.72)

UCaλU
−1
C = (−1)

1
2+λb−λ(p) UCbλU

−1
C = (−1)

1
2−λa−λ(−p) . (4.73)

Como consecuencia, obtenemos (si el vaćıo f́ısico tiene paridades postivas UP |0 >= |0 >, UC |0 >=
|0 >)

UPa
†
λ(p)|0 >= UPa

†
λU
−1
P |0 >= ia†−λ(−p)|0 >= i| − p,−λ >+ , (4.74)

UP b
†
λ(p)|0 >= UP b

†
λU
−1
P |0 >= ib†−λ(−p)|0 >= i| − p,−λ >− ; (4.75)

y

UCa
†
λ(p)|0 >= UCa

†
λU
−1
C |0 >= (−1)

1
2+λb†−λ(p)|0 >= (−1)

1
2+λ|p,−λ >− , (4.76)

UCb
†
λ(p)|0 >= UCb

†
λU
−1
C |0 >= (−1)

1
2−λa†−λ(p)|0 >= (−1)

1
2−λ|p,−λ >+ . (4.77)

Finalmente, para la operación CP obtenemos:

UPUCa
†
λ(p)|0 >= −UCUPa†λ(p)|0 >= (−1)

1
2+λUP b

†
−λ|0 >=

= (−1)
1
2+λb†λ(−p)|0 >= (−1)

1
2+λ| − p, λ >− , (4.78)

UPUCb
†
λ(p)|0 >= −UCUP b†λ(p) = (−1)

1
2−λUPa

†
−λ|0 >=

= (−1)
1
2−λa†λ(−p)|0 >= (−1)

1
2−λ| − p,−λ >+ , (4.79)

lo que significa que las operaciones P y C anticonmutan en el caso de la representación ( 1
2 , 0)⊕(0, 1

2 ),
el cuál es un resultado opuesto al de la teoŕıa basada en 4-espinores, eigen-estados de helicidad
quiral (cf. [16]). Debido a que VT es un operador anti-unitario, hay que tomar en cuenta que en
este caso los c-numeros se ponen afuera de operación de conjugación hermitica sin conjugación
compleja:

[VTλAV −1
T ]† = [λ∗VTAV −1

T ]† = λ[VTA†V −1
T ] . (4.80)

Tomando en cuenta esta definición obtenemos:9

9Se escoge T =

(
Θ 0
0 Θ

)
de manera que se satisfagan las condiciones T−1γT

0 T = γ0, T−1γT
i T = γi y T T = −T .

49



VTa
†
λV
−1
T = +i(−1)

1
2−λa†λ(−p) , (4.81)

VT bλV
−1
T = +i(−1)

1
2−λbλ(−p) . (4.82)

Además, observamos que la respuesta a la pregunta de si una part́ıcula y su antipart́ıcula tienen
paridades iguales u opuestas, depende de un factor de fase según la siguiente expresión:

UPΨ(t,x)U−1
P = eiαγ0Ψ(t,−x) . (4.83)

De hecho, si repetimos el procedimiento de los libros de texto [28], tenemos:

UP

[∑
λ

∫
d3p

(2π)3

√
m

2E
(uλ(p)aλ(p)e−ipµx

µ

+ vλ(p)b†λ(p)e+ipµx
µ

)

]
U−1
P =

= eiα

[∑
λ

∫
d3p

(2π)3

√
m

2E
(γ0uλ(−p)aλ(−p)e−ipµx

µ

+ γ0vλ(−p)b†λ(−p)e+ipµx
µ

)

]
=

= eiα

[∑
λ

∫
d3p

(2π)3

√
m

2E
(−iu−λ(p)aλ(−p)e−ipµx

µ

+ ivλ(p)b†λ(−p)e+ipµx
µ

)

]
. (4.84)

Multiplicando por uλ′(p) y vλ′(p) consecutivamente, y usando las condiciones de normalización,
obtenemos

UPaλU
−1
P = −ieiαa−λ(−p) , (4.85)

UP b
†
λU
−1
P = +ieiαb†−λ(−p) . (4.86)

Como se ve, α = π/2 nos lleva a paridades opuestas de los operadores de creación y aniquilación
para part́ıculas y anti-part́ıculas:

UPaλU
−1
P = +a−λ(−p) , (4.87)

UP bλU
−1
P = −b−λ(−p) . (4.88)

Sin embargo, se conserva una diferencia que se encuentra en el caso de Dirac: λ transforma a −λ.
Como conclusión, vemos que la cuestión de paridades relativas intŕınsecas iguales (u opuestas) está
relacionada con el factor de fase en la ecuación (4.83). En cierto sentido tenemos una situación
parecida en la construcción del operador de campo para neutrinos (cf. con el factor de fase de
Goldhaber y Kayser).

Finalmente, se procede a buscar la forma expĺıcita del operador de paridad UP . Probaremos
que él conmuta con el Hamiltoniano. Vamos utilizar el método presentado en [28, §10.2-10.3]. Éste
está basado en la prescripción de que UP = exp[iαÂ] exp[iB̂] con Â =

∑
s

∫
d3p[a†p,sa−ps+b†psb−ps]

y B̂ =
∑
s

∫
d3p[βa†p,saps + γb†psbps]. Utilizando la identidad

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂]− +
1
2!

[Â, [Â, B̂]] + . . . (4.89)
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y [Â, B̂Ĉ]− = [Â, B̂]+Ĉ − B̂[Â, Ĉ]+ se puede fijar los parámetros α, β, γ de tal manera que se
satisfaga el requerimiento f́ısico de que las part́ıculas de Dirac tengan paridades opuestas. En
nuestro caso, necesitamos satisfacer (4.72), i.e., el operador tiene que invertir no solo el signo del
momento, sino también el signo de la helicidad. Esto puede hacerse proponiendo un postulado
parecido: UP = eiαÂ con

Â =
∑
s

∫
d3p
2E

[a†λ(p)a−λ(−p) + b†λ(p)b−λ(−p)] . (4.90)

Como puede comprobarse directamente, las equaciones (4.72) se satisfacen si α = π/2. Hay que
comparar este operador de paridad con el que fue dado en [27, 28] para el campo de Dirac:10

UP = exp

[
i
π

2

∫
d3p

∑
s

(
a(p, s)†a(p̃, s) + b(p, s)†b(p̃, s)−

−a(p, s)†a(p, s) + d(p, s)†b(p, s)
)]
, (10.69) del trabajo [28] (4.91)

Verificando directamente se puede llegar a que en el espacio de Fock, nuestro nuevo operador UP
conmuta con el Hamiltoniano:

H =
∫
d3xΘ00 =

∫
d3k

∑
λ

[a†λ(k)aλ(k)− bλ(k)b†λ(k)] , (4.92)

i.e.

[UP ,H]− = 0 . (4.93)

Por cierto, podemos intentar escoger otros conjuntos además de las relaciones de conmutación [2b,3]
(por ejemplo, considerando un conjunto de estados bi-ortonormales). Hemos probado entonces que

los espinores en la base de helicidad no son eigen-estados de paridad tanto a nivel de teoŕıa clásica
de campos como a nivel de segunda cuantización. Ya que paridad es un número cuántico “bueno”,
esto puede tener consecuencias en las interpretaciones f́ısicas.
Entre las teoŕıas generalizadas podemos mencionar una teoŕıa en la representación ( 1

2 , 0)⊕ (0, 1
2 ),

basada en los 4-autoespinores de helicidad quiral. Además se han descubierto relaciones con la
consideración de Foldy y Nigam. Las ecuaciones correspondientes fueron tratadas en [16] y otros
art́ıculos. Posteriormente surgieron art́ıculos de Ziino y Barut [14] entre otros, que también tienen
relaciones con las cuestiónes que hemos discutido. Una teoŕıa análoga para la representación
(1, 0)⊕ (0, 1) se construye si definimos los operadores de campo como:

Ψ1 =
∫

d3p
(2π)3

√
m

2E

[
(u↑a↑ + v↑b↑)e−ipµx

µ

+ (u↑a
†
↑ + v↑b

†
↑)e

+ipµx
µ
]
, (4.94)

10Greiner utilizó las siguientes relaciones de conmutación
[
a(p, s), a†(p′, s′)

]
+

=
[
b(p, s), b†(p′, s′)

]
+

= δ3(p −
p′)δss′ . Se debe notar que la forma de Greiner del operador de paridad no es única. Itzykson and Zuber [27]
propusieron otra, que difiere del trabajo [28] por varios factores de fase. Para buscar las relaciones entre estas dos
formas de operadores de paridad se debe aplicar una rotación adicional en el espacio de Fock.
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Ψ2 =
∫

d3p
(2π)3

√
m

2E

[
(u↓a↓ − v↓b↓)e−ipµx

µ

+ (u↓a
†
↓ − v↓b

†
↓)e

+ipµx
µ
]
. (4.95)

En la siguiente parte del presente trabajo se presentan las algunas de las ideas tratadas en esta
parte de la tesis para el caso de part́ıculas de esṕın 1.
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Parte 5

Teoŕıa para Part́ıculas de Esṕın 1

A partir de aqúı analizaremos part́ıculas de esṕın 1. Primero introduciremos en esta sección
las teoŕıas con las que se ellas se relacionan. Suponemos que los fotones no tienen masa y son
descritos por las ecuaciones de Maxwell, y las part́ıculas masivas de esṕın 1 (por ejemplo, los
bosones intermediarios W± de la interacción débil) son descritos por la ecuación de Proca.

5.1 Las Ecuaciones de Maxwell y Proca

Las ecuaciones de Maxwell describen los campos eléctricos y magnéticos, los cuales son tomados
como entes cont́ınuos (a primera vista no tienen nada que ver con part́ıculas). En el tiempo en que
fueron descubiertas, no se teńıa cuenta de la MC, mecánica cuántica, ni de la TER, Teoŕıa Especial
de la Relatividad. Sin embargo resulta que son covariantes bajo transformaciones de Lorentz. Esta
fue una observación de Einstein y de hecho fue la causa del nacimiento de la TER. En lo que sigue
se busca una notación que exprese la covarianza expĺıcitamente. Las ecuaciones de Maxwell (en
unidades racionalizadas Heaviside-Lorentz, de manera que e2/4πhc = α = 1/137) son

(a) divB = 0, (b) rotE +
∂B
∂t

= 0,

(c) divE = ρ, (d) rotB− ∂E
∂t

= j. (5.1)

(a) nos dice que no hay cargas magnéticas, (b) es la ley de Faraday, que se interpreta general-
mente como que un campo magnético cambiante produce un campo eléctrico. (c) es la ley de
Gauss: la carga eléctrica es fuente de campo eléctrico; (d) es la ley de Ampere con un término
adicional debido a Maxwell: la corriente eléctrica y/o campos eléctricos cambiantes generan cam-
pos magnéticos. Las ecuaciones (a) y (b) son conocidas como las ecuaciones homogéneas, (c) y (d)
como las inhomogéneas. Introduciendo el 4-vector potencial

Aµ = (φ,A) (5.2)

con

B = rotA, E = −∂A
∂t
−∇φ, (5.3)
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las ecuaciones (a) y (b) quedan automáticmente satisfechas, ya que div(rot)=0 y rot(grad)=0.
Obsérvese que los miembros derechos de la ecuaciones (5.3) son las componentes de un rotacional
4-dimensional, definido por

Fµν = −F νµ = ∂µAν − ∂νAµ. (5.4)

Este tiene componentes (recuérdese que ∂i = −∂i)

F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 =
(
∂A
∂t

+∇φ
)
i

= −Ei (5.5)

y

F ij = ∂iAj − ∂jAi = −εijkBk, (5.6)

donde εijk = εijk es el śımbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico (2.122). Las ecuaciones
(5.4) y (5.5) pueden escribirse en forma matricial, donde las filas y las columnas corresponden a
los números 0,1,2,3:

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 . (5.7)

Fµν es llamado el tensor de campo electromagnético. Bajo transformaciones de Lorentz se trans-
forma como un tensor antisimétrico de segundo rango.

Fµν −→ ΛµαΛνβFαβ .

Resumiendo: si escribimos los campos eléctricos y magnéticos en términos del tensor Fµν , entonces
el enunciado de que Fµν es un rotacional 4-dimensional significa que las primeras dos ecuaciones
de Maxwell (homogéneas) se satisfacen automáticamente.
Consideremos ahora las ecuaciones inhomogéneas. Ambas están contenidas en la ecuación covari-
ante

∂µF
µν = jν . (5.8)

con

jν = (ρ, j). (5.9)

Si se hace ν = 0 da

∂1F
10 + ∂2F

20 + ∂3F
30 = ρ,

−∂E1

∂t
+
∂B3

∂x2
− ∂B2

∂x3
= j1,

que es la componente 1 de (d). Aunque (5.3) especifica los campos eléctrico y magnético en
términos de A y φ, no lo hace de manera unica, porque bajo una transformación de calibración

A −→ A−∇ξ, φ −→ φ+
∂ξ

∂t
(5.10)
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que tiene la forma covariante

Aµ −→ Aµ + ∂µξ, (5.11)

donde ξ es una función escalar arbitraria, E y B permanecen sin cambio; lo mismo con Fµν :

Fµν −→ Fµν + (∂µ∂ν − ∂ν∂µ)ξ = Fµν . (5.12)

Sustituyendo (5.4) en (5.8) vemos que Aµ satisface

∂µ∂µA
ν − ∂ν(∂µAµ) = jν (5.13)

Podemos ahora hacer uso de (5.11) y escoger un ξ tal que el Aµ transformado satisfaga la condición
de calibración de Lorentz:

∂µA
µ =

∂φ

∂t
+∇ ·A = 0. (5.14)

Con esta elección de calibración (5.13) es

∂α∂αA
µ = jµ, (5.15)

la cual enuncia las bien conocidas ecuaciones

∂2φ

∂t2
−∇2φ = ρ,

∂2A
∂t2
−∇2A = j, (5.16)

cuyas soluciones dan los potenciales de Liénard-Wiechert (ver [3]). En el vaćıo, la ecuación (5.15)
es

∂α∂αA
µ = 0, (5.17)

que significa que cuando la naturaleza cuántica del campo electromagnético está completamente
explotada, pareceŕıa corresponder a part́ıculas sin masa (que por lo tanto viajan a la velocidad de
la luz)1. Ahora tenemos que presentar las ecuaciones de Maxwell en una forma manifiestamente
covariante. Las ecuaciones homogéneas (a) y (b) están resumidas en la ecuación (5.4). Las ecua-
ciones inhomogéneas (c) y (d) están resumidas en (5.8). Ahora mostraremos que hay una forma
hábil de combinar las ecuaciones (5.3) y (5.4), tal que no se necesita hacer referencia al vector
potencial Aµ. De (5.4) se sigue que

∂λFµν + ∂µF νλ + ∂νFλµ = 0. (5.18)

Definimos ahora el tensor dual F̃µν por

F̃µν =
1
2
εµνρσFρσ (5.19)

donde εµνρσ es el śımbolo de Levi-Civita en cuatro dimensiones. Sus elementos son

F̃µν =


0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0

 (5.20)

1Esto es compatible con la relación de Einstein 1.3 para cuando m=0.
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Por la antisimetŕıa de εµνρσ, se sigue que la ecuación

∂µF̃
µν = 0 (5.21)

reproduce (5.18); alternativamente (5.20) da las ecuaciones de Maxwell (a) y (b). En conclusión
las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en la forma compacta

∂µF
µν = jν , ∂µF̃

µν = 0. (5.22)

Las part́ıculas masivas de esṕın 1 obedecen ecuaciones que generalizan las ecuaciones de Maxwell
(sin fuentes). Son conocidas como las ecuaciones de Proca:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ; ∂µF
µν +m2Aν = 0. (5.23)

Tomando la divergencia de esto tenemos

m2∂νA
ν = 0, (5.24)

y como m2 6= 0, encontramos que ∂νAν = 0; la condición de Lorentz, siempre es válida para
part́ıculas masivas de esṕın 1, se pierde la libertad de transformaciones de calibración que teńıan
las ecuaciones de Maxwell. De hecho, como Fµν es un invariante de calibración, se sigue de
(5.23) que las ecuaciones para part́ıculas masivas de esṕın 1 no son invariantes de calibración.
Sustituyendo (5.24) en (5.23) obtenemos

(∂α∂α +m2)Aµ = 0 (5.25)

aśı como

∂µA
µ = 0. (5.26)

La ecuación (5.25) muestra, como es de esperarse, que tenemos part́ıculas de masam (es compatible
con E2−p2 = m2). La ecuación (5.26) es una condición impuesta a las cuatro componentes de Aµ,
aśı que hay solo tres componentes independientes, lo que es apropiado para una part́ıcula masiva
de esṕın 12. Haciendo un recuento general de las ecuaciones de onda tenemos

(∂α∂α +m2)φ = 0, (Klein-Gordon)

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (Dirac)
(∂α∂α +m2)ψ = 0,

∂µF
µν = 0, (Maxwell)

∂α∂αA
µ = 0,

∂µF
µν +m2Aν = 0, (Proca)

(∂α∂α +m2)Aµ = 0.

Cada componente del campo de esṕın 1
2 y esṕın 1 satisface una ecuación de Klein-Gordon

(con m = 0 para el fotón), que es, después de todo, solamente un requerimiento de la relatividad

2De esta manera hemos eliminado la componente correspondiente a esṕın 0 del 4-potencial, la cual aparece al
construir la representación ( 1

1
, 1
2
) del grupo de Lorentz.
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(E2− p2 = m2) y la teoŕıa cuántica (E −→ i ∂∂t , p −→ −i∇). Por lo tanto las ecuaciones de Dirac,
Maxwell y Proca son de diferente tipo de la ecuación de Klein-Gordon. Vimos anteriormente que
la ecuación de Dirac podŕıa derivarse considerando la transfomación de espinores bajo el grupo
de Lorentz, y puede mostrarse (ver Cap. 5 en [26] y parte 5.3) que las ecuaciones de Maxwell y
Proca pueden obtenerse de la misma manera. Entonces estas ecuaciones para campos de esṕın
diferente de cero, son simplemente una relación entre las componentes del esṕın. La ecuación de
Klein-Gordon no es de esta naturaleza, ya que solo tenemos una componente.
Una observación final: en nuestra derivación de la ecuación de Dirac, nos basamos en la suposición
de que las componentes del campo de esṕın 1

2 forman un espacio vectorial lineal, adecuado como
base para construir una representación del grupo de Lorentz. Esta suposición, está f́ısicamente
muy lejos de ser trivial, porque corresponde a un principio de superposición y por lo tanto a una
dualidad onda-part́ıcula y a la teoŕıa cuántica. En otras palabras, los campos con los que hemos
tratado son campos cuánticos. El decir que debemos someter a estos campos a una “segunda
cuantización” (lo que se encuentra frecuentemente en la literatura) es, en este sentido, erróneo.
Es mejor decir que se estudiará más ampliamente lo que implica que estos campos sean campos
cuánticos, por ejemplo investigando las relaciones de conmutación que deben mantenerse entre
ellos (amplitudes de estados correspondientes).

5.2 Ecuaciones de Maxwell y Geometŕıa Diferencial

Las ecuaciones de Maxwell (5.22) relacionan tensores antisimétricos y vectores, pero como indican
los ı́ndices, lo hacen componente por componente. Comparadas con ecuaciones tales como ∇ ·B =
0, esto puede ser considerado como un paso retrógrado; ∇ ·B es una notación más económica
que ∇iBi, a la que es equivalente. Esto nos lleva a preguntar, ¿hay una manera de escribir las
ecuaciones de Maxwell en términos del tensor F y la corriente j, sin hacer referencia expĺıcita a
las componentes? Por el desarrollo de la geometŕıa diferencial, efectivamente hay una manera de
hacerlo, y las ecuaciones de Maxwell toman la elegange forma dF = 0, d∗F = J ; ¡la antisimetŕıa
del tensor de campo F está automáticamente incluida! En esta sección se explicará brevemente
esta notación. Una reacción común de los f́ısicos a este tipo de desarrollo matemático es la de
impaciencia. Después de todo, afirman, la ecuación d∗F = J tiene que ser transladada a la forma
∂µF

µν = jν antes de que pueda tratarse en un sistema de coordenadas particular. Esto puede
ser verdad, pero resulta que el desarrollo de notación (y esto se ha presentado repetidas veces en
la historia)1 ha correspondido a una dependencia en nuestro entendimiento. El punto es que, con
todos los desarrollos en las matemáticas contemporáneas, se han introducido nuevos conceptos, y
hecho distinciones que en el pasado no hab́ıan sido hechas.
Para empezar, considérese el significado de las integrales de ĺınea y superficie ordinarias:

I1 =
∫
C
Fxdx+ Fydy + Fzdz =

∫
C

F·dr,

I2 =
∫
S
(Gxdy ∧ dz +Gydz ∧ dx+Gzdx ∧ dy) =

∫
S
G·dS.

(5.27)

I1 y I2 son números. I1 es la integral de algo sobre una ĺınea C, y I2 la integral de algo más
sobre un superficie S. Luego, en algún sentido, el “algo” es dual a la “ĺınea”, ya que cuando se
“combinan” (por la integral) el resultado es un número puro. Similarmente, para I2, el “algo más”
es dual a la “superficie”. Sistematizamos esto acuñando nuevas palabras; la ĺınea y la superficie
son llamadas cadenas, y los objetos integrados sobre las cadenas son llamados formas diferenciales

1ejemplos muy simples de ello son las derivadas, la notación vectorial, el operador nabla, entre muchos otros.
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o simplemente formas. Aśı que las formas son duales a las cadenas. Llamaremos a una ĺınea una
1-cadena, porque tiene una dimensión, a una superficie 2-cadena, etc., y denotaremos la cadena
genérica Cn, con n dimensiones. Entonces tenemos

C0 0−cadena=punto,
C1 1−cadena=ĺınea,
C2 2−cadena=área,
C3 3−cadena=volumen,
Cn n−cadena.

(5.28)

Ahora, la frontera de una n−cadena es una (n − 1)-cadena. La frontera de un área es una ĺınea,
y la de una ĺınea son dos puntos. Definimos un operador de frontera ∂ que mapea una Cn a una
Cn−1

Cn
∂−→ Cn−1 o ∂Cn = Cn−1. (5.29)

Algunas cadenas no tienen fronteras: la superficie de una esfera es una 2-cadena (área) que no
tiene frontera, y una ĺınea cerrada como una circunferencia es una 1-cadena sin fronteras. Tales
cadenas cerradas son llamadas ciclos y denotadas Zn. Como ellas no tienen frontera, es claro que

∂Zn = 0. (5.30)

Por otra parte, hay cadenas que son ellas mismas fronteras de cadenas de dimensiones superiores,
y son denotadas Bn:

Bn = ∂Cn+1. (5.31)

Por ejemplo, una superficie cerrada B2 es la frontera de un volumen, y una ĺınea cerrada B1 es la
frontera de un área. Es claro que los Bn mismos no tienen frontera (son cerrados):

∂Bn = 0. (5.32)

Combinando las últimas dos ecuaciones tenemos

∂2 = 0. (5.33)

En palabras, “la frontera de una frontera es cero”, o una cadena que es frontera es cerrada.
Una consideración interesante es si lo contrario es cierto: ¿es una cadena cerrada necesariamente
la frontera de otra cadena? En espacios euclidianos la respuesta es afirmativa, de manera que
Zn = Bn. En general, sin embargo, hay cadenas cerradas que no son fronteras, por lo que Zn ⊃ Bn.
Por ejemplo, en un toro, puede haber curvas cerradas que no sean frontera de ninguna parte de
la superficie del toro y puede haber otras curvas que śı. Similarmente, si consideramos como
espacio una circunferencia S1, ella misma no es frontera de ninguna parte del espacio; no puede
verse como la frontera de un ćırculo, porque éste, que es bidimensional, no es parte de S1, que es
unidimensional. Esto es todo lo que necesitamos saber sobre cadenas.
Veamos ahora las formas. Como se mencionó antes, la integral de una forma sobre una cadena es
un número. Escribimos∫

Cn

ωn =
∫
Cn

fi1...indxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxin = número. (5.34)
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El producto cuña, ∧, aparece arriba porque la orientación de una curva o superficie, etc., es
importante. La existencia de integrales implica una dualidad entre formas y cadenas. Una 1-forma
ω1 es algo que se integra sobre una ĺınea (1-cadena), aśı que en el espacio tridimensional es de la
forma Adx + Bdy + Cdz. Otras formas siguen el mismo patrón, aśı que tenemos (en el espacio
tridimensional)

0− forma ω0 función
1− forma ω1 Adx+Bdy + Cdz,
2− forma ω2 fdx ∧ dy + gdy ∧ dz + hdz ∧ dx,
3− forma ω3 Fdx ∧ dy ∧ dz,

(5.35)

donde

dx ∧ dy = −dy ∧ dx, dx ∧ dx = 0, etc. (5.36)

Por (5.36), es claro que en un espacio n−dimensional hay n−formas, pero no formas (n+ 1) o de
grado superior. Si diferenciamos una n − forma obtendremos algo como una (n + 1)-forma: ob-
tendremos precisamente una (n+1)-forma si en la diferenciación introducimos la antisimetrización
anterior. Definimos el llamado operador derivada exterior d:

dωn = ωn+1. (5.37)

Su acción sobre una 1-forma (en el 3-espacio) es

d(Adx+Bdy + Cdz) = ∂A
∂y dy ∧ dx+ ∂A

∂z dz ∧ dx+ ∂B
∂x dx ∧ dy + ∂B

∂z dz ∧ dy + ∂C
∂x dx ∧ dz + ∂C

∂y dy ∧ dz

=
(
∂B
∂x −

∂A
∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂C
∂y −

∂B
∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂A
∂z −

∂C
∂x

)
dz ∧ dx.

(5.38)
La 2-forma

ω2 = fdx ∧ dy + gdy ∧ dz + hdz ∧ dx

tiene derivada exterior

dω2 =
(
∂f

∂z
+
∂g

∂x
+
∂h

∂y

)
dx ∧ dy ∧ dz. (5.39)

En el primer ejemplo, (5.38), las cantidades

∂C

∂y
− ∂B

∂z
,

∂A

∂z
− ∂C

∂x
,

∂B

∂x
− ∂A

∂y

son las tres componentes de rotF donde F = Ai + Bj + Ck. En el segundo ejemplo, poniendo
(g, h, f) = W, un vector, la cantidad ∂g

∂x + ∂h
∂y + ∂f

∂z es divW. Ahora nótese que, en vista de (5.39),
si calculamos la derivada exterior de (5.38), obtenemos cero de manera idéntica; en otras palabras

d[d(Adx+Bdy + Cdz)] = d2(Adx+Bdy + Cdz) = 0

o, en general,
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d2 = 0. (5.40)

En términos de componentes esto es

div rot = 0;

algunas veces d es llamado el operador cofrontera, para enfatizar el hecho de que d2 = 0 es
el dual de ∂2 = 0 (ver ecuación (5.33); d2 = 0 se conoce como el lema de Poincaré. Una
n−forma ωn se llama cerrada si dωn = 0. Una n−forma se llama exacta si es la derivada de una
(n − 1)−forma, ωn = dωn−1. El lema de Poincaré nos dice que todas las formas exactas son cer-
radas, ya que d(dωn−1) = d2ωn−1 = 0, pero en general no es cierto que todas las formas cerradas
son exactas, aunque esto se cumple en espacios euclidianos. Nuevamente, esto es por la dualidad
entre cadenas y formas: en espacios euclidianos, todas las cadenas cerradas son fronteras. Resul-
tados bien conocidos se siguen de la fórmula de Stokes, que dice que si ω es una p−forma, y c una
(p+ 1)−cadena, entonces ∫

∂c

ω =
∫
c

dω. (5.41)

Como ejemplo, póngase p = 2. Sea entonces ω la 2-forma (en el 3-espacio),

ω2 = Axdy ∧ dz +Aydz ∧ dx+Azdx ∧ dy,

y sea C3 un dominio V , con frontera ∂V . Entonces la fórmula de Stokes da∫
∂V

Axdy ∧ dz +Aydz ∧ dx+Azdx ∧ dy =
∫
V

(
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

donde hemos usado (5.39); y esto es ∮
∂V

A·dS =
∫
V

divAdV (5.42)

que es el teorema de la divergencia (o teorema de Ostrogradsky-Gauss). Con p = 1 se tiene el
teorema de Stokes ∮

∂S

A·dl =
∫
S

divAdS. (5.43)

Hemos visto la relación entre el operador derivada exterior d y los operadores diferenciales usuales
grad, div y rot. Sin embargo, si las componentes de A (en (5.42)) son los coeficientes de una
2-forma, divA es el coeficiente de la 3-forma que se obtiene al operar la 2-forma con d. En el
lenguaje ordinario de vectores, el operador ∇ convierte un escalar en un vector, y un vector en,
ya sea un escalar (div) o en un vector axial (rot). Hay sin embargo, un operador que no cambia
el caracter escalar o vectorial; este es el laplaciano ∇2 (en cuatro dimensiones el d’Alambertiano,
∂µ∂

µ que se denota tambien con un cuadrito). ¿Cómo se representa en el lenguaje de las formas?
Como d cambia una p−forma en una (p + 1)−forma, necesitamos combinarlo con otro operador
(δ) que cambie una p−forma en una (p − 1)−forma. Para fijar ideas, trabajemos en el espacio
tridimensional. El espacio de 1-formas es pues tridimensional, con base dx, dy y dz. El espacio de
2-formas es también tridimensional; de hecho las bases pueden escribirse como sigue:
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Bases de ωp para n = 3


ω0 : 1,
ω1 : dx, dy, dz,
ω2 : dx ∧ dy, dy ∧ dz, dz ∧ dx,
ω3 : dx ∧ dy ∧ dz.

(5.44)

obviamente, no hay 4-formas en el espacio 3-dimensional. Es claro que la dimensionalidad del
espacio de p−formas es la misma que la del espacio de (n− p)−formas, aśı que podemos definir un
operador que convierte una en otra. Este es conocido como el operador Hodge∗ (Hodge estrella) o
transformación dual. En un espacio euclidiano (plano) esta definido por

∗(dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxip) =
1

(n− p)!
εi1i2...ipip+1...indx

ip+1 ∧ dxip+2 ∧ ... ∧ dxin . (5.45)

Por lo que en el caso n = 3 tenemos las siguientes bases para ∗ω:

Bases de ∗ωp para n = 3


∗ω0 : dx ∧ dy ∧ dz,
∗ω1 : dx ∧ dy, dy ∧ dz, dz ∧ dx,
∗ω2 : dx, dy, dz,
∗ω3 : 1.

(5.46)

Aplicando otra vez el operador ∗ a una p−forma ωp tenemos

∗∗ωp = (−1)p(n−p)ωp. (5.47)

Es claro que mientras que dωp ∼ ωp+1, d(∗ωp) ∼∗ ωp−1, aśı que definimos el operador δ:

δ = (−1)np+n+1.∗d∗, (5.48)

donde p es el grado de la forma ωp sobre la que δ es aplicado y n es la dimensión del espacio; δ se
llama el operador derivada exterior adjunto, y δω es de grado (p− 1).
Como ejemplo, se mostrará que δ cambia la 1-forma v·ds en una 0-forma:

δ(v·ds) = δ(vxdx+ vydy + vzdz)
= −∗d∗(vxdx+ vydy + vzdz)
−∗d(vxdy ∧ dz + vydz ∧ dx+ vzdx ∧ dy)
= −∗

(
∂vx

∂x + ∂y
∂y + ∂vz

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

= −div v.

(5.49)

Es fácil ver que, igual que d, el cuadrado de δ es cero:

δδ = (−1)np+n+1(−1)n(p−1)+n+1.∗d∗∗d∗ = (−1)n∗d2∗,

y en vista de (5.40) tenemos

δ2 = 0. (5.50)

Finalmente, el laplaciano ∆ convierte p−formas a p−formas y se define por

∆ = (d+ δ)2 = dδ + δd. (5.51)
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Después de este largo preámbulo, puede ahora mostrarse cómo pueden ponerse las ecuaciones de
Maxwell en una forma geométrica (o “intŕınseca”). El espacio en el que se trabaja es, por supuesto,
el espacio-tiempo de Minkowski de 4 dimensiones. Al bajar los ı́ndices del tensor de campo Fµν

en (5.7), obtenemos

F01 = Ex, F02 = Ey, F03 = Ez,
F12 = −Bz, F31 = −By, F23 = −Bx.

(5.52)

Luego definimos la 2-forma de Faraday F por

F = − 1
2Fµνdx

µ ∧ dxν
= (Exdx+ Eydy + Ezdz) ∧ dt

+Bzdx ∧ dy +Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx.
(5.53)

La forma dual (que es también una 2-forma) ∗F es (ver (5.45))

∗F = − 1
2F
∗
µν(dx

µ ∧ dxν)
= −Exdy ∧ dz − Eydz ∧ dx− Ezdx ∧ dy
= +(Bxdx+Bydy +Bzdz) ∧ dt.

(5.54)

Las componentes de ∗F en la base dxµ ∧ dxν son − 1
2 F̃µν como se ve en (5.20)

∗F = −1
2
F̃µνdx

µ ∧ dxν . (5.55)

Finalmente, definimos la 3-forma densidad de corriente J :

J = (jxdy ∧ dz + jydz ∧ dx+ jzdx ∧ dy) ∧ dt− ρdx ∧ dy ∧ dz. (5.56)

Se llega entonces a que las ecuaciones de Maxwell son

dF = 0, d∗F = J. (5.57)

Esto puede verse poniendo F = − 1
2Fµνdx

µ ∧ dxν y observando que dF = 0 implica la ecuación
(5.18), que es equivalente a las dos ecuaciones de Maxwell homogéneas. Alternativamente, usando
la ecuación (5.53), encontramos explicitamente

dF = ∂Ex

∂y dy ∧ dx ∧ dt+ ∂Ex

∂z dz ∧ dx ∧ dt+ ∂Ey

∂x dx ∧ dy ∧ dt+ ...

+∂Bz

∂z dz ∧ dx ∧ dy + ∂Bz

∂t dt ∧ dx ∧ dy + ...

=
(
∂Ey

∂x −
∂Ex

∂y + ∂Bz

∂t

)
dx ∧ dy ∧ dt+ ...+ (divB)dx ∧ dy ∧ dz.

(5.58)

luego, dF = 0 implica las dos ecuaciones

rotE +
∂B
∂t

= 0; divB = 0,

que son las ecuaciones de Maxwell homogéneas. Manipulaciones similares muestran que d∗F = J
da las ecuaciones inhomogéneas.
En el espacio euclidiano (que, para nuestros propósitos puede extenderse al espacio de Minkowski),
lo opuesto al lema de Poincaré es: todas las formas cerradas son exactas, aśı que si dF = 0,
entonces hay una 1-forma tal que
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F = dA. (5.59)

La 1-forma A será, en una base de coordenadas,

A = Aµdx
µ (5.60)

y se sigue inmediatamente que la ecuación (5.59) es equivalente a Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, como en
(5.4). La 1-forma A tiene un significado geométrico más amplio; es la forma de conección que
es usada para definir derivadas covariantes. Sin embargo, si adoptamos el punto de vista de que
el electromagnetismo da una derivada covariante, y por lo tanto una 1-forma de conección A,
entonces F = dA se conoce como la 2-forma de “curvatura”, y la identidad dF = 0 se conoce como
la identidad de Bianchi.

5.3 Fases en la Ecuación de Weinberg

La posibilidad de elegir fases diferentes en la relación de Ryder generalizada (4.2) y una base
de helicidad, para posteriormente encontrar las diferencias respecto de las teorias convencionales,
como se ha hecho en las secciones anteriores, no esta restringida al caso de esṕın 1

2 . Aśı pues, en
esta sección se muestran razonamientos análogos para el caso de part́ıculas de esṕın 1.

De igual manera a como obtuvimos la ecuación de Dirac (s = 1
2 ) partiendo de la forma en como

se transforman los espinores (reglas de Wigner), podemos construir una ecuación de movimiento
para cuando s = 1. Entonces en las ecuaciones (4.1) S es el generador de las representaciones
(1, 0) y (0, 1) respectivamente y en este caso tiene la caracteŕıstica de que (S · φ)2 6= φ2. Aśı,
expandiendo en series ΛR,L y agrupando términos tenemos

exp(±S · φ) = 1 + (S · n̂)2
[
φ2

2!
+
φ4

4!
+
φ6

6!
+ ...

]
± S · n̂

[
φ+

φ3

3!
+
φ5

5!
+ ...

]
(5.61)

o

exp(±S · φ) = 1 + (S · n̂)2(coshφ− 1)± (S · n̂)senhφ

sustituyendo las relaciones (4.10) obtenemos

ΛR = 1 +
S · p
m

+
(S · p)2

m(E +m)
, ΛL = 1− S · p

m
+

(S · p)2

m(E +m)
(5.62)

de manera que

ΛRΛL−1 =
[
1 +

2E
m2

(S · p) +
2
m2

(S · p)2
]
, ΛLΛR−1 =

[
1− 2E

m2
(S · p) +

2
m2

(S · p)2
]
, (5.63)

y entonces la ecuación (4.7) que ahora esta en la representación (1, 0)⊕ (0, 1), se convierte en(
−e−iα 1 + 2E

m2 (S · p) + 2(S·p)2

m2

1− 2E
m2 (S · p) + 2(S·p)2

m2 −eiα

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0 (5.64)
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La nueva función de estado definida en esta representación se llama “bivector” y tiene seis compo-
nentes.

Multiplicando por m2

(
−m2e−iα m2 + 2E(S · p) + 2(S · p)2

m2 − 2E(S · p) + 2(S · p)2 −m2eiα

)(
φR(pµ)
φL(pµ)

)
= 0 (5.65)

Ahora definimos unas nuevas matrices gamma de la siguiente manera [13]

γ00 =
(

0 13×3

13×3 0

)
, γi0 = γ0i =

(
0 −Si
Si 0

)
,

γij =
(

0 −δij + SiSj + SjSi
−δij + SiSj + SjSi 0

)
; (5.66)

y una matŕız de fase de 6× 6 análoga a la del caso de esṕın 1/2:

Ω =
(
e−iα 0

0 eiα

)
. (5.67)

Entonces podemos reescribir la ecuación (5.65) como

(γµνpµpν − Ωm216×6)Ψ(6)(pµ) = 0. (5.68)

Esta es la ecuación generalizada análoga a (4.13) para esṕın 1. Igual que como vimos para el caso
de esṕın 1/2 en la parte anterior, la presencia de la matŕız de fase Ω puede determinar nuevas
ecuaciones de movimiento y las peculiaridades correspondientes merecen ser estudiadas a fondo.
Cuando en (5.68) la fase se fija de tal manera que Ω se reduce a la identidad, y se escribe en el
espacio de las coordenadas (haciendo pµ → i∂µ), se llega a la ecuación que obedecen las part́ıculas
masivas de esṕın 1, que fue obtenida por Weinberg [37]:

(γµν∂µ∂ν +m2)Ψ(xµ) = 0. (5.69)

Por otra parte, es interesante observar que en base a la Electrodinámica Clásica se pueden
obtener unas ecuaciones de transformación de bivectores compuestos de los campos eléctricos y
magnéticos bajo empujes de Lorentz [3]

E′ = γ(E + β ×B)− γ2

γ + 1
β(β ·E) (5.70)

B′ = γ(B− β ×E)− γ2

γ + 1
β(β ·B) (5.71)

donde γ = 1/
√

1− v2

c2 esta relacionado con (2.63)3. En términos de las componentes tenemos

3No debe confundirse esta gamma con las matrices “gamma”.
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E′i = γ(Ei + εijkβjBk)−
γ2

γ + 1
βiβjEj (5.72)

B′i = γ(Bi − εijkβjEk)−
γ2

γ + 1
βiβjBj (5.73)

Introducimos ahora una representación particular de las matrices S: (Si)jk = −iεijk, es decir4

S1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 S2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 S3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 (5.74)

Gracias a la relación εijkεlmk = δilδjm − δimδjl, se cumple la siguiente igualdad para un vector
arbitrario a:

(S · a)2ij = a2δij − aiaj (5.75)

Con ayuda de las matrices S podemos escribir (5.73) como

E′i = γ(Ei + i(Sj)ikβjBk)−
γ2

γ + 1
[β2δij − (S · β)2ij ]Ej

B′i = γ(Bi − i(Sj)ikβjEk)−
γ2

γ + 1
[β2δij − (S · β)2ij ]Bj (5.76)

o

E′ = {γ − γ2

γ + 1
[β2 − (S · β)2]}E− iγ(S · β)B

B′ = {γ − γ2

γ + 1
[β2 − (S · β)2]}B + iγ(S · β)E; (5.77)

en forma matricial:(
E′

B′

)
=

(
γ − γ2

γ+1 [β2 − (S · β)2] −iγ(S · β)

iγ(S · β) γ − γ2

γ+1 [β2 − (S · β)2]

)(
E
B

)
. (5.78)

Si introducimos la matŕız unitaria U = 1√
2

(
1 i
1 −i

)
que satisface U†U = 1, y multiplicando por

ella la ecuación (5.78) tenemos

U

(
E′

B′

)
= U

(
γ − γ2

γ+1 [β2 − (S · β)2] −iγ(S · β)

iγ(S · β) γ − γ2

γ+1 [β2 − (S · β)2]

)
U†U

(
E
B

)
, (5.79)

que se reduce a
4Estas son los mismos generadores que en la ec. (4.1). Otras representaciones pueden obtenerse por transfor-

mación unitaria.
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(
E′ + iB′

E′ − iB′
)

=

(
1− γ(S · β) + γ2

γ+1 (S · β)2 0

0 1 + γ(S · β) + γ2

γ+1 (S · β)2

)(
E + iB
E− iB

)
.

(5.80)
Ahora bien, al diferenciar la ecuación E2 − p2 = m2 obtenemos 2EdE − 2p · dp = 0 ó dE

dp
=

p
E = v = β; también postulamos γ = E

m , donde m esta relacionado no con el fotón, sino con una
part́ıcula con la que asociamos un sistema de referencia. Aśı:

(
E′ + iB′

E′ − iB′
)

=

(
1− (S·p)

m + (S·p)2

m(E+m) 0

0 1 + (S·p)
m + (S·p)2

m(E+m)

)(
E + iB
E− iB

)
. (5.81)

Nótese que hemos partido de las ecuaciones de transformación de los campos, los cuales no in-
volucran ninguna masa y en principio debeŕıan describir part́ıculas sin masa. Esto concuerda con
nuestro concepto actual del fotón y la idea de que el campo electromagnético no tiene masa. Sin
embargo nos encontramos con que al introducir un parámetro de masa en la ecuación (5.81) se
puede hacer coincidir los elementos diagonales de la matŕız con las relaciones de transformación
(5.62)), es decir como si hubiéramos considerado part́ıculas masivas desde el principio. Hay que
mencionar también que no está bien claro que significa empujar (en el sentido de transformaciones
de Lorentz) un fotón sin masa, ya que este debe tener la misma velocidad en todos los sistemas de
referencia. Este es un ejemplo que ilustra que a veces hay que distinguir entre transformaciones
de Lorentz activas y pasivas.

5.4 Base de Helicidad para Esṕın 1.

En una sección anterior (4.2) vimos las consecuencias que resultan de la elección de la base de
helicidad. Para ello construimos la ecuación de movimiento de las part́ıculas en la representación
correspondiente partiendo de la ecuación de dispersión (1.3), que esta ligada con la ecuación de
Klein y Gordon. En esta ocasión procederemos de manera análoga para el caso de esṕın 1.

En lo que sigue usamos resultados de los art́ıculos ([36], [35]). La ecuación de dispersión para
una componente de un bivector, o sea un 3-“espinor” es (h̄ = c = 1)

(E2 − p2)~ψ(3) = m2 ~ψ(3), (5.82)

que recordando la propiedad (5.75) reescribimos como

(E − S · p)(E + S · p)ijψj − pipjψj = m2ψi. (5.83)

Expresada en el espacio de las coordenadas, esta es de segundo orden en la derivada de t, lo
que impide interpretarla en términos de un operador hamiltoniano. No obstante, similarmente a
como hicimos en el caso de esṕın 1/2 podemos interpretarla como un conjunto de ecuaciones para
3-vectores (ver sección 4.2) para convertirlas en ecuaciones de primer orden. Desde un punto de
vista f́ısico esto es algo deseable puesto que queremos que nuestras funciones de estado satisfagan la
ecuación de Schrodinger (1.4), que es de primer orden y permite encontrar la enerǵıa considerando
el problema de eigen-valores y eigen-funciones.
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Introducimos pues las siguientes notaciones

(E + S · p)~ψ = m~ξ (5.84)

pipjψj = p(p · ~ψ) = mpϕ, (5.85)

entonces (5.83) se escribe

m(E − S · p)~ξ −mpϕ = m2 ~ψ. (5.86)

Insertando las propiedades

(S · p)ijψj = (∇× ψ)i, pipjψj = −[∇ (∇ · ψ)]i, (5.87)

y definiendo ~ψ = E− iB (que podemos pensar como la parte del bivector análoga de φL, “compo-
nente izquierda” del biespinor), obtenemos separando las partes real e imaginaria de las expresiones
(5.84) y (5.85)

∇×B− ∂E
∂t

= −m · Im(~ξ), ∇×E +
∂B
∂t

= m · Re(~ξ), (5.88)

y

∇ ·B = −m · Re(ϕ) + constx, ∇ ·E = −m · Im(ϕ) + constx (5.89)

respectivamente. Además después de fijar ϕ = imφ y ~ξ = imA, donde φ y A son los mismos
que los definidos en la parte (5.1), ¡obtenemos las ecuaciones de Proca (5.23)! Para verificarlo
sustituimos en la ecuación (5.86). Esto arroja por resultado −∂A∂t − ∇φ = E y ∇ ×A = B, que
son equivalentes a Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, la segunda ecuación de Proca.

Si tomamos el complejo conjugado de las ecuaciones (5.84), (5.85) y definimos ahora ~χ = E+iB
(parte del bivector análoga de φR para el biespinor), tenemos

(E − S · p)~χ = −m~ξ o (E − S · p)(E + iB) = −im2A, (5.90)
pipjχj = p(p · ~χ) = −mpϕ o p[p · (E + iB)] = −im2pφ, (5.91)

(E + S · p)~ξ − pϕ = −m~χ o (E + S · p)A− pφ = i(E + iB), (5.92)

Con una definición apropiada de matrices, es posible escribir estas ecuaciones y sus contrapartes
conjugadas como una sola ecuación matricial que, según nuestras consideraciones debe describir
part́ıculas de esṕın 1 (ver [2]).

0 0 0 0 0 0 −E ipz −ipy px
0 0 0 0 0 0 −ipz −E ipx py
0 0 0 0 0 0 ipy −ipx −E pz
0 0 0 0 0 0 E ipz −ipy −px
0 0 0 0 0 0 −ipz E ipx −py
0 0 0 0 0 0 ipy −ipx E −pz
−E −ipz ipy 0 0 0 0 0 0 0
ipz −E −ipx 0 0 0 0 0 0 0
−ipy ipx −E 0 0 0 0 0 0 0
−px −py −pz 0 0 0 0 0 0 0





χ1

χ2

χ3

ψ1

ψ2

ψ3

ξ1
ξ2
ξ3
ϕ


= m



χ1

χ2

χ3

ψ1

ψ2

ψ3

ξ1
ξ2
ξ3
ϕ


; (5.93)
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en forma simbólica podemos escribir
03×3 03×3 −(E + S · p)3×3 p3×1

03×3 03×3 (E − S · p)3×3 −p3×1

−(E − S · p)3×3 03×3 03×3 03×1

−p1×3 01×3 01×3 0

Ξ = mΞ, (5.94)

donde Ξ = (~χ, ~ψ, ~ξ, ϕ) es una función de campo en columna de diez componentes. Esta ecuación es
de primer orden y se conoce como ecuación de Duffin-Kemmer-Petiau [2]. Observamos que para
la ecuación de primer orden en la representación de esṕın 1 no es suficiente tomar un bivector,
sino que es necesario considerar también el 4-vector potencial.5 Al construir la ecuación (5.93)
hemos utilizado las expresiones (5.86) y (5.90-5.92) y a primera vista pareceŕıa que omitimos
las expresiones (5.84, 5.85). Sin embargo, puesto que ϕ y ~ξ son puramente imaginarios, nuestra
ecuación incluye en realidad todos los casos. Si la escribimos usando ahora las expresiones (5.84-
5.86) y (5.90) tenemos

(E + S · p)3×3 03×3 03×1 −m3×3

03×3 (E − S · p)3×3 03×1 m3×3

p1×3 01×3 −m1×1 01×3

−m3×3 03×3 −p3×1 (E − S · p)3×3



~ψ
~χ
ϕ
~ξ

 = 0. (5.95)

A veces es más conveniente escribir esta ecuación en términos de los campos eléctricos y magnéticos
por separado. Para esto multiplicamos por una matŕız unitaria

1√
2


13×3 13×3 03×1 03×3

i3×3 −i3×3 03×1 03×3

01×3 01×3

√
21×1 01×3

03×3 03×3 03×1

√
23×3

 . (5.96)

Entonces tenemos
E3×3 −i(S · p)3×3 03×1 03×3

i(S · p)3×3 E3×3 03×1 −i
√

2m3×3
1√
2
p1×3 − i√

2
p1×3 −m1×1 01×3

− 1√
2
m3×3

i√
2
m3×3 −p3×1 (E − S · p)3×3




E
B
imφ
imA

 , (5.97)

donde p1×3 = (px, py, pz) es una matŕız fila y p3×1 es la misma matŕız pero en columna.
Ahora bien, al tomar en cuenta las ecuaciones de Proca (5.23) y aplicando la definción Bi =

εijk∂jA
k y las propiedades del tensor de Levi-Civita, podemos obtener la ecuación deducida por

Tucker y Hammer [39]:

(
E2 − p2 − 2m2 E2 − p2 + 2E(S · p) + 2(S · p)2

E2 − p2 − 2E(S · p) + 2(S · p)2 E2 − p2 − 2m2

)(
χ
ψ

)
= 0, (5.98)

que en forma covariante es (
γµνpµpν + pµpµ − 2m2

)
Ψ(6)(pµ) = 0.

5Seŕıa interesante investigar que sucede al tomar una base de helicidad con esta ecuación. Sin embargo esto no
se hará aqúı y en cambio procederemos a trabajar con la ecuación de Weinberg-Tucker-Hammer, que es de segundo
orden.
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En el espacio de las coordenadas se escribe(
γµν∂µ∂ν + ∂µ∂µ + 2m2

)
Ψ(xµ) = 0, (5.99)

con Ψ =
(
φR
φL

)
=
(
χ
ψ

)
. En esta ecuación la función de estado sobre la que se actúa es un

bivector, pero en cambio es de segundo orden.

Si imponemos la condición ∂µ∂ν → −m2 recuperamos la ecuación de Weinberg 6 en el espacio
de los momentos y con fase α = 0 (ecuación (5.69)):

Γ
(
χ
ψ

)
=
(

−m2 m2 + 2E(S · p) + 2(S · p)2

m2 − 2E(S · p) + 2(S · p)2 −m2

)(
χ
ψ

)
= 0 (5.100)

Por comprobación directa de las relaciones de dispersión (haciendo detΓ = 0), obtenemos E2−p2 =
−m2, lo que significa que la ecuación de Weinberg ¡permite soluciones taquiónicas!

Haciendo un recuento, hemos llegado a la conclusión de que las ecuaciones de Duffin-Kemmer-
Petiau, Proca, Weinberg, Tucker-Hammer y Maxwell estan relacionadas, y ¡todas se obtienen de
la ecuación de dispersión relativista correcta, E2 − p2 = m2!

Al interpretar la ecuación (5.98) como un conjunto de ecuaciones para componentes del bivector
en la base de helicidad, nos conduce a (p =| p |):

(E2 − p2 + 2Ep+ 2p2)ψ↑ = (2m2 − (E2 − p2))χ↑,
(E2 − p2 − 2Ep+ 2p2)χ↑ = (2m2 − (E2 − p2))ψ↑, (h = 1) (5.101)
(E2 − p2 − 2Ep+ 2p2)ψ↓ = (2m2 − (E2 − p2))χ↓,
(E2 − p2 + 2Ep+ 2p2)χ↓ = (2m2 − (E2 − p2))ψ↓, (h = −1) (5.102)

(E2 − p2)ψ→ = (2m2 − (E2 − p2))χ→,
(E2 − p2)χ→ = (2m2 − (E2 − p2))ψ→, (h = 0). (5.103)

donde los 3-espinores en la base de helicidad son (véase [23]):

χ↑ =

 1+cos θ
2 e−iφ
senθ√

2
1−cos θ

2 eiφ

 , χ→ =

 −
senθ√

2
e−iφ

cos θ
senθ√

2
eiφ

 , χ↓ =

 1−cos θ
2 e−iφ

− senθ√
2

1+cos θ
2 eiφ

 , (5.104)

y satisfacen la condición de normalización χ†χ = 1.

Tomando en cuenta (5.101-5.103), podemos escribir los bivectores u↑,↓,→ =
(
χ↑,↓,→
ψ↑,↓,→

)
de la

siguiente manera

u1,↑ = N↑

(
χ↑

2m2−(E2−p2)
E2−p2+2Ep+2p2χ↑

)
, u1,→ = N→

(
χ→

2m2−(E2−p2)
E2−p2 χ→

)
, u1,↓ = N↓

(
χ↓

2m2−(E2−p2)
E2−p2−2Ep+2p2χ↓

)
;

(5.105)
6Hoy en d́ıa no está bien clara esta posibilidad por la razón de que las ecuaciones de Tucker-Hammer y la ecuación

de Weinberg tienen soluciones con diferentes relaciones de dispersión (véase [40]).
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introduciendo uλ = u†γ00, vλ = γ5uλ (donde γ5 =
(

13×3 03×3

03×3 −13×3

)
), normalizando a la unidad e

imponiendo la condición m2 = E2 − p2, nuestros bivectores son entonces

u1,↑ =
1√
2

( E+p
m χ↑
m
E+pχ↑

)
, u1,→ =

1√
2

(
χ→
χ→

)
, u1,↓ =

1√
2

( m
E+pχ↓
E+p
m χ↓

)
, (5.106)

v1,↑ =
1√
2

( E+p
m χ↑
− m
E+pχ↑

)
, v1,→ =

1√
2

(
χ→
−χ→

)
, v1,↓ =

1√
2

( m
E+pχ↓

−E+p
m χ↓

)
. (5.107)

Bajo las operaciones de simetŕıa discreta ellos tienen el comportamiento siguiente:

1. Paridad (p → −p, θ → π − θ, φ → π + φ). Los 3-“espinores” se transforman como χh →
−χ−h, y el operador paridad es P = γ00, el análogo del que se utilizó para esṕın 1/2 (ver
(4.44)). Entonces

Pu1,↑(−p) = −u1,↓(p), Pu1,→(−p) = −u1,→(p), Pu1,↓(−p) = −u1,↑(p), (5.108)

Pv1,↑(−p) = +v1,↓(p), Pv1,→(−p) = +v1,→(p), Pv1,↓(−p) = +v1,↑(p); (5.109)

2. Conjugación de Carga

C = eiα
(

0 Θ
−Θ 0

)
K (5.110)

(similar a (4.61)) con Θ =

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

, de donde Θχ↑ = χ↓, Θχ↓ = χ↑, Θχ→ = −χ→.

Entonces tenemos

Cu1,↑(p) = +eiαv1,↓(p), Cu1,→(p) = −eiαv1,→(p), Cu1,↓(p) = +eiαv1,↑(p), (5.111)

Cv1,↑(p) = −eiαu1,↓(p), Cv1,→(p) = +eiαu1,→(p), Cv1,↓(p) = −eiαu1,↑(p); (5.112)

Finalmente,

3. Operación CP y PC:

CPu1,↑(−p) = −PCu1,↑(−p) = −eiαv1,↑(p), (5.113)

CPv1,↑(−p) = −PCv1,↑(−p) = −eiαu1,↑(p), (5.114)

CPu1,↓(−p) = −PCu1,↓(−p) = −eiαv1,↓(p), (5.115)

CPv1,↓(−p) = −PCv1,↓(−p) = −eiαu1,↓(p), (5.116)

CPu1,→(−p) = −PCu1,→(−p) = +eiαv1,→(p), (5.117)

CPv1,→(−p) = −PCv1,→(−p) = +eiαu1,→(p). (5.118)
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Encontramos entonces que dentro del marco de la teoŕıa clásica de campos, las part́ıculas y anti-
part́ıculas tienen diferentes propiedades con respecto a la paridad como de costumbre, pero los
bivectores no son eigen-estados del operador paridad. No obstante, el comportamiento bajo CP
de part́ıculas y anti-part́ıculas son los mismos de acuerdo con (5.113-5.118). Esto difiere con el
caso de los biespinores de Dirac (por ejemplo Cu↑ = +iv↓, Cv↑ = −iu↓) y los bivectores de
Weinberg-Ahluwalia [32].

Estos resultados pueden tener importancia al momento de trabajar con un operador de campo
que sea contruido de estados CP-conjugados.

Ψ(x) =
∑
h

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
ψ(pµ)ah(p)e−ipµx

µ

+ ψCP (pµ)bh†(p)e+ipµx
µ
]

Sin embargo para poder llegar a esta conclusión de manera más definitiva debemos repetir los
cálculos en el espacio de Fock, es decir dentro del marco de la “segunda cuantización” como
hicimos en la parte 4 para el caso de esṕın 1/2.
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Parte 6

Conclusiones

De acuerdo con lo tratado en esta tesis, podemos sintetizar las siguientes conclusiones e inferencias:

• La ecuación de Dirac que originalmente se ha deducido por diferentes métodos (como el
método de escribir una ecuación hamiltoniana, partiendo de la relación de dispersión de Ein-
stein), puede derivar también en base a las reglas de Wigner de transformación de espinores
y la relación de Ryder.

• Generalizando la relación de Ryder (introduciendo una fase arbitraria entre las componentes
izquierda y derecha en reposo) se obtiene una ecuación de movimiento más general para
la representación ( 1

2 , 0) ⊕ (0, 1
2 ). Si se consideran los anticonmutadores de las funciones de

campo correspondientes, tenemos que estos son diferentes de cero para intervalos del género
espacial a tiempos iguales. Esto nos lleva a la conclusión de que la teoŕıa generalizada es
no-local.

• En el caso fases α = ±π2 se tiene una dinámica diferente. El lagrangiano contiene dos
funciones biespinoriales, lo que podŕıa servir para explicar el problema del isoesṕın débil.

• Los resultados f́ısicos también dependen de la elección de la base de esṕın (lo cual es muy
sorprendente, ya que las bases de esṕın estan relacionadas a través de transformaciones
unitarias)

• Los biespinores u↑(↓), v↑(↓) para eśın 1/2 no son eigen-biespinores del operador paridad
(recuérdese que paridad es un número cuántico “bueno”; conmuta con el hamiltoniano). Esto
se probó tanto a nivel de la teoŕıa clásica de campos como a nivel de segunda cuantización
(espacio de Fock).

• La relación de Ryder generalizada es válida también en otras representaciones, por ejemplo
(1, 0)⊕ (0, 1). Usando la fase arbitraria encontramos la ecuación correspondiente para esṕın
1 en la sección (5.3).

• Las ecuaciones de Weinberg, Tucker-Hammer y Proca pueden deducirse partiendo de las
ecuaciones de Duffin-Kemmer-Petiau, que a su vez se obtiene de la relación de dispersión
relativista para una función de 3 componentes.
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• Las expresiones de transformación de Lorentz de los campos eléctricos y magnéticos que se
obtienen en la electrodinámica clásica, son las mismas que las de los 3-vectores que conforman
el bivector de la ecuación de Weinberg con masa.

• Una consideración de las propiedades de los biespinores y bivectores respecto a las operaciones
P, C, CP, pueden llevar a un mejor entendimiento de los campos cuánticos que se construyen
de estados conjugados P, C y CP (tales como electrón, positrón, neutrino, fotón, bosónes-W±,
bosón-Z).

En trabajos futuros intentaremos dar una base más sólida a nuestros resultados, considerando la
“segunda cuantización” para el esṕın 1 en el espacio de Fock, tomando en cuenta tanto modos
transversales como longitudinales de campos de tipo electromagnético, tomando en cuenta los
problemas de normalización y relacionando nuestros resultados con los modelos acostumbrados
(teoŕıa electrodébil y cromodinámica cuántica).
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