`ORDANOVY UZORY NA ALGEBRAH LI I NEGAMIL^TONOVO VZAIMODE`STVIE GAMIL^TONOVYH SISTEM

D.V.ır~ev^1

V rabote rassmatrivaetsØ odna iz algebraiqeskih struktur, harakterizu- ¸wih negamil~tonovo vzaimodeæstvie gamil~tonovyh sistem, struktura æordanovyh uzorov na algebrah Li, i issledu¸tsØ sootvetstvu¸wie dinamiki. Poluqennye rezul~taty pozvolØ¸t predpoloßit~, qto algebraiqeskiæ apparat æordanovyh uzorov na algebrah Li moßet predstavlØt~ ffffektivnoe sredstvo dlØ analiza asimptotiqeski poqti periodiqeskih negamil~tonovyh sistem.

DannaØ rabota, posvØwennaØ negamil~tonovym vzaimodeæstviØm klassiqeskih gamil~tonovyh sistem, zadavaemym æordanovymi uzorami na algebrah Li, sostoit iz dvuh paragrafov. Pervyæ paragraf soderßit neobhodimye motivirovki i ØvlØetsØ podrobnym programmnym vvedeniem k celomu ciklu (uße otqasti opublikovannyh) rabot avtora po negamil~tonovym vzaimodeæstviØm klassiqeskih i kvantovyh sistem. Vtoroæ paragraf nosit bolee ograniqennyæ harakter i vkl¸qaet v sebØ opisanie konkretnyh matematiqeskih struktur (æordanovyh uzorov na algebrah Li), voznika¸wih pri analize negamil~tonova vzaimodeæstviØ. Izloßeny kak matematiqeskie, tak i fiziqeskie priznaki dinamiqeskih sistem, kotorye dopuska¸t opisanie v terminah æordanovyh uzorov, razobrany primery, sformulirovany obwie gipotezy i predpoloßeniØ o dolgovremennom povedenii podobnyh sistem, pereqisleny nekotorye ime¸wiesØ i ukazany vozmoßnye fiziqeskie priloßeniØ.

1. Motivirovki

Dannyæ paragraf vkl¸qaet dva punkta: v pervom pereqislØ¸tsØ nekotorye primery negamil~tonovyh vzaimodeæstviæ v fizike i obsußdaetsØ ih teoretiqeskoe i prikladnoe znaqenie, vo vtorom rassmatriva¸tsØ v obwih qertah zadaqi algebraiqeskogo opisaniØ podobnyh vzaimodeæstviæ.

1Predvaritel~naØ fflektronnaØ versiØ dannoæ stat~i raspolagaetsØ v arhive Tehasskogo Universiteta po matematiqeskoæ fizike pod nomerom ”mp arc/94-384” (Dekabr~ 1994).

Typeset by AMS-TEX

1.1. Negamil~tonovy vzaimodeæstviØ v fizike. Mnogie vaßnye klas-

siqeskie gamil~tonovy dinamiqeskie sistemy svØzany s algebrami Li [1-6] ili ih nelineænymi obobweniØmi [7]. Vzaimodeæstvie gamil~tonovyh sistem moßet byt~ libo gamil~tonovym, t.e. zadavaemym dopolnitel~nym qlenom vzaimodeæstviØ H_{int} v gamil~toniane i, vozmoßno, takße nekotoroæ deformacieæ ishodnyh (“svobodnyh”) skobok Puassona, libo negamil~tonovym. Posledniæ sluqaæ, oveqa¸wiæ nepotencial~nym silam vzaimodeæstviØ, predstavlØet interes kak s teoretiqeskoæ, tak i s prikladnoæ toqek zreniØ.

V samom dele, gamil~tonov podhod k vzaimodeæstvi¸ sistem ØvlØetsØ abstrakcieæ dorelØtivistskoæ mehaniki, ignoriru¸weæ fundamental~nyæ princip blizkodeæstviØ, leßawiæ v osnove teoretiko-polevoæ kartiny. “Nulevoe” priblißenie klassiqeskoæ mehaniki spravedlivo lix~ pri nebol~xih rasstoØniØh meßdu sistemami i malyh skorostØh ih dvißeniØ. HotØ v celom ideØ blizkodeæstviØ nesovmestima s mehanikoæ material~nyh toqek i mgnovenno rasprostranØ¸wihsØ sil, naibolee toqnoe pervoe polevoe priblißenie dopuskaet formulirovku na Øzyke negamil~tonovoæ klassiqeskoæ mehaniki v terminah nepotencial~nyh sil magnitnogo tipa, zavisØwih ot skorosteæ (podqinØ¸wihsØ v fflektrodinamike zakonu Ampera-Lorenca [8-12], bolee udobnomu neßeli gamil~tonovo priblißenie Darvina [13, str.203-207]). Na Øzyke negamil~tonovoæ klassiqeskoæ mehaniki mogut byt~ sformulirovany i bolee tonkie polevye ffffekty tipa ØvleniØ indukcii, hotØ v obwem sluqae ffto trebuet vvedeniØ sil, Øvno zavisØwih ot vtoryh proizvodnyh po vremeni (zakon Vebera [14]). Radiacionnoe (lorencevo) trenie opisyvaetsØ posredstvom sil, opredelØemyh tret~imi proizvodnymi [13, str.224-250]. Otmetim takße, qto na Øzyke integrodifferencial~noæ mehaniki (zapazdyva¸wie potencialy), voshodØweæ k K.F.Gaussu (pis~mo k V.�.Veberu 1845 goda) i B.Rimanu [15], formuliruetsØ i obwiæ zakon vzaimodeæstviØ dvuh toqeqnyh zarØdov [16]. Integrodifferencial~nye zavisimosti ispol~zu¸tsØ i v mehanike sploxnyh sred [17].

Analogi zakona Ampera-Lorenca mogut byt~ napisany i dlØ qastic, vzaimodeæstvu¸wih posredstvom nelineænogo polØ (naprimer, neabeleva kalibrovoqnogo ili gravitacionnogo). V sluqae gravitacionnogo vzaimodeæstviØ rol~ priblißeniØ Darvina igraet priblißenie �ænxteæna- Infel~da-Goffmana-�ddingtona-Klarka-Fihtengol~ca [13, str.376-377; 18]. RazumeetsØ, v nelineænom sluqae polnye sily vzaimodeæstviØ ne ØvlØ¸tsØ parnymi (i daße ne mogut byt~ raswepleny putem privedeniØ k veberovskomu vidu), hotØ sobstvenno negamil~tonovy qleny magnitnogo tipa raspada¸tsØ v summu dvuhqastiqnyh. Otmetim, qto odin iz osnovnyh ffffektov obweæ teorii otnositel~nosti, smewenie perigeliØ MerkuriØ (a takße ffffekt Lenze-Tirringa vekovogo smeweniØ orbity qasticy v pole vrawa¸wegosØ central~nogo tela i dr.), s nadleßaweæ stepen~¸ toqnosti opisyvaetsØ negamil~tonovymi popravkami magnitnogo tipa k n~¸tonovoæ sile tØgoteniØ.

Nekonservativnye sily vzaimodeæstviØ voznika¸t takße v samoæ klassiqeskoæ mehanike (obwie negolonomnye svØzi [19-23], giroskopiqeskie sistemy [24-26] i vzaimodeæstvie rffleevskogo (l~enarovskogo) tipa [23, 27,28], t.e. vzaimodeæstvie, osuwestvlØemoe posredstvom zavisimosti parametra relaksacii ot sostoØniØ vozdeæstvu¸weæ sistemy), v servomehanike [22] i fflektrotehnike (naprimer, avtokolebaniØ v konturah generatorov i bolee sloßnyh fflektriqeskih shemah), i, v celom, v (estestvennyh ili iskusstvennyh) sistemah s obratnoæ svØz~¸ [29-34]. “Prilivnye” vzaimodeæstviØ, upravlØ¸wie vekovym zamedleniem vraweniØ Zemli v planetarnoæ sisteme ZemlØ-Luna, a takße, vozmoßno, rexa¸wie problemu ograniqennogo zahvata v kosmologii, otnosØtsØ k rffleevskol~enarovskomu tipu. VzaimodeæstviØ “prilivnogo” tipa na kvantovom urovne harakterny dlØ xirokogo klassa sistem, kak dlØ sloßnyh kompleksov (atomnyh Øder i molekul), tak i dlØ “odetyh” otdel~nyh qastic (v polØrizovannom vakuume ili kvantovoæ srede). V celom, po-vidimomu, “prilivnye” ffffekty mohno sqitat~ tipiqnymi, hotØ i ne vsegda fiziqeski znaqimymi, dlØ vzaimodeæstviØ sistem s uqetom kvantovo-polevyh popravok.

Otmetim takße, qto negamil~tonovy popravki, svØzannye s koneqnost~¸ skorosti rasprostraneniØ vzaimodeæstviØ, ne obØzatel~no nosØt relØtivistskiæ harakter. Analogiqnye ffffekty voznika¸t i v mehanike sploxnyh sred, naprimer, v prostoæ modeli n toqeqnyh vihreæ, “vmoroßennyh” v ideal~nu¸ ßidkost~ [28]. Real~no, v modelØh sploxnoæ sredy suwestvenno negamil~tonovy sily kak magnitnogo (giroskopiqeskogo), tak i rffleevsko-l~enarovskogo tipa voznika¸t v meßsolitonnyh vzaimodeæstviØh, zadavaemyh mnogosolitonnymi rexeniØmi nelineænyh uravneniæ matematiqeskoæ fiziki ili ih algebrogeometriqeskimi vozmuweniØmi [35]. Naliqie “skrytogo potencial~nogo dal~nodeæstviØ” v odnomernoæ dinamike pol¸sov rexeniæ nekotoryh nelineænyh uravneniæ [5] ØvlØetsØ iskl¸qeniem, lix~ podtverßda¸wim obwee pravilo (v odnomernom sluqae vzaimodeæstviØ magnitnogo tipa net). Dinamika nuleæ polinomial~nyh rexeniæ lineænyh differencial~nyh uravneniæ v odnomernom sluqae poqti vsegda negamil~tonova (s parnymi silami vzaimodeæstviØ rffleevsko-l~enarovskogo tipa) [5].

1.2. Algebraiqeskie struktury negamil~tonova vzaimodeæstviØ klassiqeskih gamil~tonovyh sistem. Vaßnoæ zadaqeæ matematiqeskoæ fi-

ziki ØvlØetsØ opisanie razliqnyh algebraiqeskih struktur, upravlØ¸- wih negamil~tonovym vzaimodeæstviem. Iz mnogih argumentov v pol~zu razumnosti podobnoæ postanovki zadaqi avtoru predstavlØ¸tsØ naibolee ubeditel~nymi sledu¸wie: (1) v algebraiqeskom podhode soderßitsØ novyæ vzglØd na izvestnye differencial~nye uravneniØ, svoæstva rexeniæ kotoryh v svo¸ oqered~ mogut soderßat~ vaßnu¸ algebraiqesku¸ ili geometriqesku¸ informaciui (naprimer, instantony ili monopoli), (2) algebraiqeski skonstruirovannye differencial~nye uravneniØ qasto a priori ili a posteriori oblada¸t vaßnymi i interesnymi svoæstvami (naprimer, tem ili inym vidom integriruemosti), (3) v tom sluqae, kogda ffksperimental~nye dannye ne polny i ne pozvolØ¸t odnoznaqno fiksirovat~ zakon vzaimodeæstviØ, kak pravilo, ispol~zovanie differencial~nyh uravneniæ, associirovannyh s temi ili inymi algebraiqeskimi strukturami, daet pravil~nyæ otvet (kak ffto bylo s zakonom magnitnogo vzaimodeæstviØ fflementarnyh tokov Ampera-Lorenca [8-12]), (4) ishodØ iz algebraiqeskoæ struktury stroØtsØ rexeniØ zadaqi Vignera (dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqi teorii predstavleniæ) [36,37] ob opredelenii kvantovyh kommutacionnyh sootnoxeniæ po klassiqeskim uravneniØm dvißeniØ, (5) znanie nekotoryh lokal~nyh harakteristik izuqaemyh fiziqeskih dinamik (takih, kak povedenie v ograniqennom ob¨eme prostranstva, na koneqnom promeßutke vremeni, pri special~nyh usloviØh) pozvolØet podobrat~ ranee qisto formal~no skonstruirovannoe differencial~noe uravnenie iz zadannogo klassa, realizu¸wee ffti priznaki, dlØ opisaniØ dinamik, na osnovanii qego predskazat~ nekotorye global~nye svoæstva poslednih (povedenie v neograniqennom ili bol~xem ob¨eme prostranstva, na beskoneqnom promeßutke vremeni i pri bolee obwih usloviØh).

V dannoæ svØzi nel~zØ ne upomØnut~ o zadaqah vozmoßnosti realizacii napered zadannoæ dinamiki pri pomowi nekotoroæ mehaniqeskoæ sistemy so svØzØmi ili fflektriqeskoæ shemy s obratnoæ svØz~¸.

Suwestvuet po men~xeæ mere dva podhoda k zadaqe opisaniØ algebraiqeskih struktur, harakterizu¸wih negamil~tonovo vzaimodeæstvie. Pri pervom podhode ono svØzyvaetsØ s deformaciØmi ishodnyh algebraiqeskih struktur (algebr Li), takimi kak, naprimer, izotopiqeskie pary [38] i ih nelineænye obobbweniØ – I–pary [39]. Pri vtorom podhode ukazannoe vzaimodeæstvie zadaetsØ nekotorymi dopolnitel~nymi algebraiqeskimi strukturami na algebrah Li. Izloßeni¸ qastnoæ konstrukcii v ramkah vtorogo podhoda posvØwen sledu¸wiæ paragraf.

2. `ordanovy uzory na algebrah Li i negamil~tonovo vzaimodeæstvie 2.1. Obwiæ formalizm.

Opredelenie 1. Uzorom na algebre Li g nazyvaetsØ g-ffkvivariantnaØ al-

gebraiqeskaØ struktura na neæ.

Dalee budut izuqat~sØ uzory opredelennogo tipa na algebrah Li, kotorye, kak kaßetsØ, predstavlØ¸t osobyæ interes, i sootvetstvu¸wie negamil~tonovy dinamiki.

Opredelenie 2. `ordanovym uzorom na algebre Li g s kommutatorom [·, ·]

nazyvaetsØ g-ffkvivariantnaØ struktura æordanovoæ troænoæ sistemy na g s trilineænoæ operacieæ ⟨·, ·, ·⟩ takoæ, qto [A, ⟨X, A, X⟩]+[X, ⟨A, X, A⟩] = 0.

Napomnim, qto æordanovoæ troænoæ sistemoæ [40] nazyvaetsØ lineænoe prostranstvo V s trilineænoæ operacieæ ⟨·, ·, ·⟩, udovletvorØ¸weæ toß- destvu ⟨x, ⟨a, z, b⟩ , y⟩ = ⟨⟨x, a, y⟩ , b, z⟩ + ⟨⟨y, a, z⟩ , b, x⟩ − ⟨⟨x, b, y⟩ , a, z⟩. Primer 1. Pust~ A – associativnaØ algebra s invol¸cieæ ∗, togda algebra Li g = {X ∈ A : X^∗ = −X} nadelØetsØ strukturoæ æordanova uzora s ⟨X, Y, Z⟩ = XY Z + ZY X.

Primer 2. Algebra Li g s invariantnoæ bilineænoæ formoæ ⟨·, ·⟩ nadelØetsØ strukturoæ æordanova uzora s ⟨X, Y, Z⟩ = ⟨X, Y ⟩ z + ⟨Z, Y ⟩ X.

Algebry Li g s æordanovym uzorom dopusla¸t dve vaßnye 4-lineænye operacii ⟨A, B|X, Y ⟩ =^1_2 ([A, ⟨X, B, Y ⟩] + [B, ⟨X, A, Y ⟩]) = −^1_2 ([X, ⟨A, Y, B⟩] + [Y, ⟨A, X, B)]) i [A, B]_{(X,Y )} =^1_2 (⟨[A, X], Y, B⟩+ [A, ⟨X, B, Y ⟩] + (X ↔ Y )) − (A ↔ B). Teorema. DlØ l¸byh fflementov X i Y algebry Li g, snabßennoæ æorda-

novym uzorom, operaciØ [·, ·]_{(·,·)} zadaet na g skobku Li, soglasovannu¸ s ishodnoæ skobkoæ [·, ·].

Utverßdenie teoremy ØvlØetsØ rezul~tatom neposredstvennoæ, no trudoemkoæ i ob¨emnoæ proverki toßdestv ˚kobi i soglasovaniØ, kotoraØ, buduqi qisto vyqislitel~noæ, ne predstavlØet niqego pouqitel~nogo.

Napomnim, qto I-paroæ [39] nazyvaetsØ para (V_1, V_2) lineænyh prostranstv V_i s zadannymi (voobwe govorØ, nelineænymi) otobraßeniØmi h_1 : V_2 → Hom(

⋀_2 (V_1), V_1), h_2 : V_1 → Hom(

⋀_2 (V_2), V_2) takimi, qto h_1(A) i h_2(X) zada¸t skobki Li [·, ·]_A i [·, ·]_X na prostranstvah V_1 i V_2 dlØ l¸byh fflementov A iz V_2 i X iz V_1, sootvetstvenno. Takim obrazom, esli g – algebra Li s æordanovym uzorom, to (g, g) ØvlØetsØ I-paroæ.

Opredelenie 3. Differencial~nye uravneniØ { Ẋ_t = {H, X_t}_{At} + α ⟨A_t, X_t, A_t⟩ Ȧ_t = {H, A_t}_{Xt} − α ⟨X_t, A_t, X_t⟩ gde {·, ·}_Y – skobka Puassona, otveqa¸waØ skobke Li [·, ·] + ε[·, ·]_{(Y,Y )}, H = H_1 + H_2 + H_{int} – gamil~tonian, ØvlØ¸wiæsØ summoæ gamil~tonianov H_i nevzaimodeæstvu¸wih sistem i gamil~toniana vzaimodeæstviØ H_{int}, nazyva¸tsØ dinamiqeskimi uravneniØmi, associirovannymi s æordanovym uzorom na algebre Li g.

Takim obrazom, dinamiqeskie uravneniØ, associirovannye s æordanovym uzorom na algebre Li g, ØvlØ¸tsØ deformacieæ (po parametru α) dinamiqeskih uravneniæ, associirovannyh s sootvetstvu¸weæ I-paroæ (g, g) [39].

Otobraßenie X → ⟨A, X, A⟩ horoxo izvestno iz teorii æordanovyh algebr i simmetriqeskih prostranstv [41-43]. Ego poØvlenie v dannom kontekste ne sleduet sqitat~ neoßidannym (sm.naprimer,[6]).

2.2. Negamil~tonovy vzaimodeæstviØ, zadavaemye æordanovymi uzorami: konkretnye modeli, ih fiziqeskie osobennosti i matematiqeskie svoæstva. Otmetim, qto vtorye qleny uravneniæ, opisyva¸wih

negamil~tonovo vzaimodeæstvie, zadavaemoe æordanovym uzorom, lineæny po sootvetstvu¸wim peremennym. ffto svoæstvo harakterno dlØ vzaimodeæstviæ l~enarovskogo tipa, voznika¸wih, naprimer, v konturah fflektriqeskih i fflektromehaniqeskih sistem, a takße drugih sistemah s obratnoæ svØz~¸ [29-34]. Ono ße, kak i nelineænaØ (kvadratiqnaØ) zavisimost~ ot sostoØniæ vozdeæstvu¸weæ sistemy, svoæstvenno radiacionnym fflektromagnitnym vzaimodeæstviØm meßdu dvumØ zarØdami s uqetom nelineænyh popravok Geæzenberga-�ælera k polevomu lagranßianu v priblißenii slabogo polØ [44] i redukcii polevyh stepeneæ svobody po sheme, izloßennoæ v [16]. PredstavlØetsØ, qto dannaØ konstrukciØ (redukciØ polevyh stepeneæ svobody v dvuhqastiqnoæ sisteme so slabo nelineænym polem vzaimodeæstviØ), moßet poroßdat~ znaqitel~noe qislo primerov dinamiqeskih uravneniæ, associirovannyh s æordanovym uzorom na algebrah Li. Kak otmeqalos~ ranee, podobnoe vzaimodeæstvie moßet poØvlØt~sØ i v ramkah polevogo podhoda, voshodØwego k M.Farade¸ i Dß.K.Maksvellu, interpretiru¸wego material~nye qasticy kak pol¸sa rexeniæ (nelineænyh) polevyh uravneniæ (kak istoqniki ili “sgustki’ silovyh liniæ v original~noæ formulirovke).

V lineænyh teoriØh polØ (fflektrodinamike) “æordanovy” qleny vzaimodeæstviØ poØvlØ¸tsØ v sledu¸wem za amper-lorencevym priblißenii (lagranßev analog kotorogo dlØ sistemy dvuh toßdestvennyh qastic predstavlØet soboæ priblißenie Smorodinskogo-Golubenkova [13,str.249-250]). Tak “æordanov” qlen legko identificiruetsØ v vyraßenii dlØ relØtivistskoæ sily tormoßeniØ izluqeniem [13,str.254] vo vnexnem pole (v tom qisle, sozdavaemom drugimi zarØdami).

S drugoæ storony, ukazannye sistemy uravneniæ pervogo porØdka v prosteæxih model~nyh sluqaØh (dlØ lineænyh ili kvadratiqnyh gamil~- tonianov na trehmernoæ algebre Geæzenberga, inymi slovami, algebre kanoniqeskih skobok Puassona na dvumernoæ fazovoæ ploskosti (p, q): {p, q} = 1, snabßennoæ æordanovym uzorom, opredelØemym standartnoæ evklidovoæ metrikoæ) posle redukcii k odnomu uravneni¸ vtorogo porØdka privodit k angarmoniqeskim uravneniØm L~enara ÿ + f(y)ẏ + g(y) = 0 ili k angarmoniqeskim uravneniØm RffleØ dlØ anizotropnogo treniØ ÿ + f_1(y)ẏ^2 + f_2(y)ẏ + f_3(y) = 0 (nomer 6.54 po [45]), horoxo izvestnym iz teorii avtokolebaniæ [27-34].

Odnako, real~no v fiziqeski soderßatel~nyh i interesnyh s prikladnoæ toqki zreniØ primerah algebra Li g sovpadaet s algebroæ Li so(3). Dinamiqeskie uravneniØ, associirovannye s æordanovymi uzorami na fftoæ algebre Li, voznika¸t v nekotoryh modelØh upomØnutogo vyxe “prilivnogo” vzaimodeæstviØ, processov namagniqivaniØ (sm.naprimer, [46]) i giromagnitnyh Øvleniæ (tipa ffffektov Barnetta i �ænxteæna–de Haaza [47]), v relØtivisckih (t.e. uqityva¸wih gravitacionnye vzaimodeæstviØ) girosistemah (v qastnosti, pri opisanii relØtivistskoæ precessii orbital~nyh giroskopov v ramkah OTO ili ee obobweniæ, naprimer, s dopolnitel~nym skalØrnym polem) i t.d. Vozmoßnye perspektivnye priloßeniØ rassmatrivaemyh postroeniæ dopolnitel~no otmeqa¸tsØ v konce stat~i, no uße pereqislennyh konkretnyh proØvleniæ izuqaemoæ nami konstrukcii dostatoqno, qtoby ishodØ iz fiziqeskoæ intuicii sdelat~ vyvod, qto vse primery mogut byt~ v obwem oharakterizovany kak Øvno ili neØvno sistemy negamil~tonovo vzaimodeæstvu¸wih volqkov s netrivial~noæ perekaqkoæ ffnergii meßdu poslednimi, kak s dissipacieæ, tak i, qto naibolee interesno, s sohraneniem ee v celom.

Otmetim rØd obwih matematiqeskih qert, harakternyh dlØ differencial~nyh uravneniæ, associirovannyh s æordanovymi uzorami. Vo-per-vyh, kak otmeqalos~ vyxe, negamil~tonov qlen v ukazannyh uravneniØh lineen po sostoØniØm samoæ sistemy. Vo-vtoryh, on kvadratiqen po sostoØniØm vozdeæstvu¸weæ sistemy. Naskol~ko ffti svoæstva mogut ffffektivno harakterizovat~ interesu¸wiæ nas klass uravneniæ moßno sudit~ na osnovanii sledu¸wego. Zadaqa identifikacii daße horoxo izuqennyh gamil~tonovyh sistem uravneniæ, t.e. opredelenie po zadannoæ sisteme, ØvlØetsØ li ona gamil~tonovoæ malo issledovana i, skoree vsego, otnositsØ k razrØdu “dikih” zadaq [48]. Suwestvuet lix~ neskol~ko poleznyh kriteriev negamil~tonovosti dinamiki. Naprimer, ograniqennye asimptotiqeski poqti periodiqeskie gamil~tonovy dvißeniØ ØvlØ- ¸tsØ poqti periodiqeskimi. Ograniqennost~ ponimaetsØ v smysle ograniqennosti ob¨ema, zametaemogo v processe ffvol¸cii proizvol~noæ napered vzØtoæ oblast~¸. �to ostaetsØ spravedlivym i dlØ negamil~tonovyh vzaimodeæstviæ magnitnogo tipa [38,39], no naruxaetsØ dlØ vzaimodeæstviæ, harakterizuemyh æordanovymi uzorami. Tem samym, pred¨Øvlennoe svoæstvo moßet ispol~zovat~sØ pri identifikacii ukazannyh vzaimodeæstviæ. S drugoæ storony, esli ishodnaØ sistema uravneniæ soderßala parametr pri qlene, opisyva¸wem negamil~tonovo vzaimodeæstvie, to identifikaciØ poslednego kak zadavaemogo æordanovym uzorom dostatoqno legko osuwestvlØetsØ na osnovanii qert, pereqislennyh v naqale abzaca, koneqno, esli algebra Li, upravlØ¸waØ nevzaimodeæstvu¸wimi gamil~tonovymi sistemami, ravno kak i gamil~toniany dlØ nih izvest- ny. Intuitivno Øsno, qto imenno “æordanovy” negamil~tonovy qleny v uravneniØh dvißeniØ osuwestvlØ¸t perehodnye processy ffnergetiqeskogo obmena v sootvetstvu¸wih fiziqeskih modelØh. Tem ne menee, ffto utverßdenie nußdaetsØ v teoretiqeskom podtverßdenii, po kraæneæ mere na prostyh primerah.

2.3. Primer: æordanov uzor na so(3). Konkretnye vyqisleniØ. Esli

na g zadana nevyroßdennaØ invariantnaØ bilineænaØ forma ⟨·, ·⟩, to imeet smysl rassmatrivat~ gamil~tonian vzaimodeæstviØ H_{int} v vide a ⟨X, A⟩ + b ⟨⟨X, A, X⟩ , A⟩. V fftom sluqae dinamiqeskie uravneniØ, associirovannye s ffordanovym uzorom na algebre Li g, ime¸t vid { Ẋ_t = {H_t, X_t}_{At} + a[A_t, X_t] + α ⟨A_t, X_t, A_t⟩ + 2b ⟨A_t, A_t|X_t, X_t⟩ Ȧ_t = {H_t, A_t}_{Xt} − a[A_t, X_t] − α ⟨X_t, A_t, X_t⟩ − 2b ⟨A_t, A_t|X_t, X_t⟩ Rassmotrim prosteæxiæ i fiziqeski soderßatel~nyæ primer algebry Li so(3) (v fftom sluqae ffordanovy uzory, zadavaemye konstrukciØmi primerov 1 i 2 sovpada¸t), a takße “gamil~toniany rotatorov” H_1 = ⟨Ω_1, X⟩, H_2 = ⟨Ω_2, A⟩, otveqa¸wie sferiqeskim zarØßennym qasticam s zakreplennymi centrami vo vnexnem magnitnom pole, i Ω_1 = Ω_2 = Ω, t.e. { Ẋ_t = [Ω, X_t] + ε(ΩA^2_t X_t − X_tA^2_t Ω) + (a + 2b ⟨A_t, X_t⟩)[A_t, X_t] + α ⟨A_t, X_t⟩ A_t

Ȧ_t = [Ω, A_t] + ε(ΩX^2_t A_t − A_tX^2_t Ω) − (a + 2b ⟨A_t, X_t⟩)[A_t, X_t] − α ⟨A_t, X_t⟩ X_t

Sluqaæ a=b=α=0 byl prointegrirovan v [39], sootvetstvu¸waØ dinamika ØvlØetsØ poqti periodiqeskoæ s periodami, zavisØwimi ot naqal~nyh usloviæ, traektorii dvißeniØ leßat na invariantnyh dvumernyh torah. Rassmotrim dva drugih bolee obwih sluqaØ: sluqaæ 1 – proizvol~nye α, a i b pri ε = 0 i sluqaæ 2 – proizvol~nye α i ε pri a=b=0. Sluqaæ 1. Poloßim α = α^2_0, τ = ⟨X, A⟩, ρ = X^2 + A^2, σ = X^2 − A^2. Togda ρ̇ = 0, τ̇ = −2α^2_0τσ, σ̇ = 8α^2_0τ^2. Vyrazim τ qerez σ: τ =^1_{2α0} √_{σ̇} 2 i podstavim v uravnenie dlØ τ̇. Poluqim σ̈ = −4α^2_0σ̇σ. Poloßim – = √ σ^2_0 +4τ^2_0 , togda σ̇+2α^2_0σ^2 =2α^2_0– i σ =– th(2–α^2_0t + c_0), τ = –_{2 ch(2}–_{α20t+c0)} . Sledovatel~no,

X^2 =^1_2 (ρ + – th(2–α^2_0t + c_0)), A^2 =^1_2 (ρ − – th(2–α^2_0t + c_0)). Sdelaem zamenu peremennyh Y = X + A Z + X_A, togda Ż = [Ω, Z] + 2ατY + (a + 4bτ)[Y, Z], Ẏ = [Ω, Y ] − 2ατZ, pri fftom Z^2 = ρ − 2τ, Y^2 = ρ + 2τ, ⟨Y, z⟩ = σ. Poloßim Z = √ ρ − 2τz, Y = √ ρ + 2τy, togda ⟨z, y⟩ =^σ√_{ρ2−4τ2} i Y^2 = z^2 = 1. Veliqiny z i y udovletvorØ¸t sisteme differencial~nyh uravneniæ

ẏ = [Ω, y] +^{2ατ}_{ρ+2τ} (σy − √ ρ^2 − 4τ^2z) ż = [Ω, z] −^{2ατσ}_{ρ−2τ} z + 2ατ √_{ρ+2τ} ρ−2τ y + (a + 4bτ) √ ρ + 2τ[y, z]. Issleduem asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ dannoæ sistemy pri t → ±∞. Netrudno videt~, qto ẏ ∼ [Ω, y], ż ∼ [Ω + a √ ρy, z]. Takim obrazom, dinamika v fftom sluqae ØvlØetsØ asimptotiqeski poqti periodiqeskoæ s periodami ω = √ Ω^2 i ω^′ ((ω^′)2 − ω^2 = a^2ρ + 2a √ ρωκ, κ = lim_{t→±∞}^{⟨Ω,y⟩}_ω . Otmetim, qto period ω^′ zavisit ot naqal~nyh usloviæ. Sluqaæ 2. Pust~ i, j, k – kanoniqeskiæ bazis v so(3). Poloßim Ω = ωi i razloßim A i X po ukazannomu bazisu: A = a_ii+a_j j+a_kk, X = x_ii+x_j j+x_kk, togda dinamiqeskie uravneniØ primut vid: ȧ_i = εωx_i(x_j a_k − a_j x_k) + 2α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)x_i ẋ_i = εωa_i(a_jx_k − a_kx_j) − 2α(a_ix_i + a_j x_j + a_kx_k)a_i ȧ_j = −ωa_k + εωx_j (x_j a_k − a_j x_k) + α(a_ix_i + a_j x_j + a_kx_k)x_j ẋ_j = −ωx_k + εωa_j(a_j x_k − a_kx_j ) − α(a_ix_i + a_j x_j + a_kx_k)a_j ȧ_k = ωa_j + εωx_k(x_j a_k − a_j x_k) + α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)x_k ẋ_k = ωx_j + εωa_k(a_jx_k − a_kx_j ) − α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)a_k

Poloßim A^2 = a^2_i + x^2_i , a_i = A cos χ, x_i = A sin χ, a takße a_j = a_0 cos φ, a_k = a_0 sin φ, x_j = x_0 cos ψ, x_k = x_0 sin ψ i η = φ − ψ, θ =^1_2 (φ + ψ). Otmetim, qto A ØvlØetsØ integralom dvißeniØ, dinamika χ opredelØetsØ differencial~nym uravneniem χ̇ = −εωa_0x_0 sin η − α(A^2 sin 2χ + 2a_0x_0 cos χ), pri fftom^d_{dt} a^2_0 =−^d_{dt} x^2_0 =εωa^2_0x^2_0 sin 2η+2α(A^2 sin 2χ+2a_0x_0 cos η)a_0x_0 cos η. Poloßim B^2 = a^2_0 + x^2_0, a_0 = B cos ξ, x_0 = B sin ξ, B ØvlØetsØ integralom dvißeniØ. Kak sledstvie, {˙ ξ = −^{εωB2}_4 sin 2η sin 2ξ − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) cos η χ̇ = −^{εωB2}_2 sin 2ξ sin η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) a takße { φ̇ = ω − εωx^2_0 sin^2 η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) sin η ψ̇ = ω − εωa^2_0 sin^2 η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) i { η̇ = εωB^2 sin^2 η cos 2ξ θ̇ = ω −^{εB2}_2 sin^2 η − α sin η(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) Takim obrazom, dinamika dopuskaet dva integrala dvißeniØ A i B i opredelØetsØ sistemoæ differencial~nyh uravneniæ na η, ξ i χ:

η̇ = εωB^2 sin^2 η cos 2ξ ξ̇ = −^{εωB2}_4 sin 2η sin 2ξ − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) cos η

χ̇ = −^{εωB2}_2 sin 2ξ sin η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η)

pri fftom θ vyraßaetsØ qerez η, χ ξ: θ = ωt −^{εωB2}_2 ∫ sin^2 η dt − α ∫ sin η(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) dt + θ_0.

Obwiæ sluqaæ predstavlØet znaqitel~nyæ interes i trebuet special~- nogo qislennogo analiza. Rassmotrim analitiqeski ffvol¸ci¸ sistemy pri “neharakternom” nulevom znaqenii parametra A. V fftom sluqae χ = −^{εωB2}_2 ∫ sin 2ξ sin η dt − αB^2 ∫ sin 2ξ cos η dt + χ_0,

v to vremØ kak

η̇ = εωB^2 sin^2 η cos 2ξ, ξ̇ = −B^2 sin 2ξ(α cos η +^{εω}_2 sin η) cos η.

DannaØ sistema dopuskaet integral dvißeniØ K = sin 2ξ sin η[Θ(η)]^{2α}εω (gde Θ(η) – legko vyqislimaØ funkciØ), vvidu fftogo η udovletvorØet obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸

η̇ = εωB^2 sin^2 η √ 1 −^{K2}_{sin2 η} [Θ(η)]^{− 4α}εω , tak qto pri A = 0 dinamiqeskie uravneniØ rexa¸tsØ v kvadraturah. Neobhodimo takße otmetit~, qto ffvol¸ciØ η libo stabiliziruetsØ k πn (n ∈ Z), libo ØvlØetsØ periodiqeskoæ, i kak sledstvie. negamil~tonova dinamika, associirovannaØ s æordanovym uzorom, ØvlØetsØ v sluqae 2 pri A = 0 v celom asimptotiqeski poqti periodiqeskoæ.

V sluqae B = 0 dinamika imeet predel~nye toqki pri t → ±∞, pri fftom η = η_0, Δχ = ±^π_2 , Δξ = ±^π_2 cos η_0.

Komp~¸ternaØ vizualizaciØ i qislennyæ analiz demonstriru¸t asimptotiqeski poqti periodiqeskiæ harakter dinamiki takße i pri obwih A i B. Povedenie sistemy nosit dvoØkiæ harakter. Pri naqal~nyh znaqeniØh η ξ, blizkih k^{πn}_2 i^{πk}_4 (n, k ∈ Z), sootvetstvenno, dinamika poqti periodiqna (s dostatoqnoæ toqnost~¸ v predelah pogrexnosti qislennogo ffksperimenta) v peremennyh (η, ξ) s centrom v toqke (^π_2 +πn,^π_4 +^{πk}_2 ) (n, k ∈

Z); po χ takße realizu¸tsØ poqti periodiqeskie kolebaniØ. Razmery

oscillØcionnoæ zony umen~xa¸tsØ s rostom veliqin A^2/B^{2 2α}_{εω} . Pri ostal~nyh znaqeniØh η i ξ nabl¸daetsØ stabilizaciØ po η k veliqine η =^π_2 + πn (n ∈ Z) pri t → +∞. kak sledstvie asimptotiqeski χ ∼ (−1)^{n+1}(ξ + λ) s nekotoroæ konstantoæ λ i

ξ̇ = α(B^2 sin 2ξ − A^2 sin(2ξ + 2λ)).

Takim obrazom, nabl¸daetsØ stabilizaciØ po ξ k znaqeni¸ ξ^∗, udovletvorØ¸wemu sootnoxeni¸^{sin 2ξ�}_{sin(2ξ�+2λ)} =^{A2}_{B2} , i po χ χ^∗ = (−1)^{n+1}(ξ^∗ + λ).

Pri fftom θ ∼ (ω −^{εωB2}_2 )t + θ^∗.

2.4. Analiz primera. Itogi, nerexennye voprosy i perspektivy. S

odnoæ storony, rassmotrennye sluqai pokazyva¸t, qto negamil~tonovy dinamiqeskie uravneniØ, associirovannye s æordanovym uzorom, opisyva¸t razliqnoe kaqestvennoe povedenie dinamiqeskih sistem (kak dovol~no privyqnoe poqti periodiqeskoe, tak i neskol~ko “periferiænoe” dlØ algebraiqeskogo podhoda asimptotiqeski poqti periodiqeskoe), i v qastnosti, rØd tipov sistem s negamil~tonovym vzaimodeæstviem, ne ohvatyvaemyh drugimi al~ternativnymi sredstvami opisaniØ, takimi kak formalizm izotopiqeskih [38] i I-par [39] (sm.niße). Razumno sformulirovat~ sledu¸wu¸ gipotezu: gamil~tonovy sistemy s negamil~tonovym vzaimodeæstviem, zadavaemym æordanovymi uzorami na kompaktnyh poluprostyh algebrah Li (ØvlØØs~, kak otmeqalos~ vyxe, matriqnymi analogami sistem l~enarovskogo tipa) realizu¸t stabiliziru¸wiesØ (asimptotiqeski poqti periodiqeskie) nelineænye kolebaniØ. Dvißenie γ_t nazyvaetsØ asimptotiqeski poqti periodiqeskim, esli suwestvuet poqti periodiqeskoe dvißenie γ^∘_t takoe, qto ‖γ_t − γ^∘_t ‖ → 0 pri t → ∞, inymi slovami, moßno govorit~ ob asimptotiqeskoæ stabilizacii kolebaniæ.

DlØ podtverßdeniØ fftoæ gipotezy, krome privedennogo primera, otmetim, qto summa kvadratiqnyh funkciæ Kazimira ØvlØetsØ integralom dvißeniØ v obwem sluqae (t.e. dlØ proizvol~nyh kompaktnyh vewestvennyh poluprostyh algebr Li s æordanovymi uzorami primerov 1 i 2), i kak sledstvie, v silu kompaktnosti poverhnosteæ urovnØ fftoæ summy dinamika ograniqenna.

Krome togo, dlØ kvadratiqnyh (“volqkovyh”) gamil~tonianov H_1(X) = ⟨X, T X⟩, H_2(A) = ⟨A, T A⟩ (T – simmetriqeskiæ operator v g) dinamika konservativna v celom (t.e.^d_{dt} (H_1 + H_2) = 0) dlØ æordanovyh uzorov v toæ ße obwnosti, qto i v predyduwem utverßdenii. Konservativnost~ v celom sohranØetsØ dlØ ukazannyh gamil~tonianov i pri dobavlenii qlenov porØdka vyxe vtorogo, special~nogo, no dostatoqno estestvennogo i obwego vida. Proverka togo, obespeqivaet li konkretnyæ gamil~tonian konservativnost~ v celom, osuwestvlØetsØ neposredstavenno i ne predstavlØet trudnosteæ.

Otmetim, qto ffvol¸ciØ, opredelØemaØ æordanovymi uzorami, v otliqie ot dinamiqeskih uravneniæ izotopiqeskih par [38], neul~trakonservativna, t.e. voobwe govorØ, Ḣ_1 ≠ 0, Ḣ_2 ≠ 0. �to pozvolØet predpoloßit~, qto algebraiqeskiæ apparat æordanovyh uzorov na algebrah Li moßet predstavlØt~ ffffektivnoe sredstvo dlØ analiza asimptotiqeski poqti periodiqeskih negamil~tonovyh konservativnyh v celom, no neul~trakonservativnyh dinamiqeskih sistem, qto suwestvenno dlØ ponimaniØ kak perehodnyh processov, tak i vzaimosvØzeæ meßdu stacionarnymi reßimami v sistemah s avtokolebaniØmi.

V kaqestve konkretnogo kruga fiziqeskih problem moßno privesti zadaqi fenomenologiqeskogo opisaniØ na (kvazi)klassiqeskom urovne kvantovomehaniqeskih processov neuprugogo rasseØniØ [49]. Algebra Li g v fftom sluqae otoßdestvlØetsØ s algebroæ vnutrennih stepeneæ svobody tipa izospina, slabogo izospina i t.d. Negamil~tonovy vzaimodeæstviØ, upravlØemye æordanovymi uzorami, po-vidimomu, poØvlØ¸tsØ v qastnyh sluqaØh obweæ (integrodifferencial~noæ) teorii vysokotemperaturnoæ sverhprovodimosti V.P.Maslova [50,str.83].

S drugoæ strorony toqnye formuly, poluqennye pri analize primera, mogut okazat~sØ poleznymi pri konkretnom sopostavlenii izuqennoæ dinamiki s drugimi gamil~tonovymi i negamil~tonovymi dinamikami, associirovannymi s algebroæ Li so(3).

V qastnosti, voznikaet rØd voprosov, kotorye polezno sformulirovat~ v zaverxenie raboty. (1), esli negamil~tonova dinamika vzaimodeæstviØ, zadavaemaØ nekotoroæ algebraiqeskoæ strukturoæ, imeet integral dvißeniØ L, to suwestvu¸t li svØzi (kogda, pri kakih L i kakie) meßdu neæ i gamil~tonovoæ dinamikoæ s gamil~tonianom L (i, vozmoßno, “podkruqennymi” skobkami Puassona)? �tot vopros motivirovan sravneniem negamil~tonovyh zakonov Ampera-Lorenca i gamil~tonova priblißeniØ Darvina v fflektromagnetizme. (2), kakovo povedenie negamil~tonovoæ dinamiki vzaimodeæstviØ pri “vkl¸qenii” vnexnih polæ (ustoæqivost~, perestroæki attraktorov) ili izmenenii konstant svØzi (fazovye perehody)? �tot vopros rassmatrivalsØ dovol~no qasto v teorii dissipativnyh negamil~tonovyh sistem, no ego analiz v sluqae sistem s negamil~tonovym vzaimodeæstviem, konservativnyh v celom, v literature, po-vidimomu, ne vstreqalsØ. (3), kakova vzaimnaØ topologiØ in- i out– attraktorov v ukazannyh sistemah? (4), v nastoØwiæ moment neizvestny obwie mehanizmy integriruemosti gamil~tonovyh sistem s negamil~tonovym vzaimodeæstviem togo ili inogo tipa, konservativnyh v celom.

Nekotorye voprosy, smeßnye s tematikoæ dannoæ stat~i, kak to obwie simmetriqeskie uzory na algebrah Li i svØzannye s nimi dinamiki, a takße fiziqeski ne menee vaßnyæ sluqaæ dinamiki, associirovannoæ s uzorami, opredelØemymi strukturoæ troænoæ sistemy Li, obsußda¸tsØ v preprinte avtora [51] (In-t im.�.Xredingera, dekabr~ 1994), v kotorom otmeqena svØz~ algebraiqeskoæ struktury uzora i svoæstv (naprimer, Øvnoæ integriruemosti) dinamiki.

Avtor blagodarit Meßdunarodnyæ institut matematiqeskoæ fiziki imeni �rvina Xredingera za podderßku i gostepriimstvo, sposobstvovavximi napisani¸ pervonaqal~nogo varianta raboty.

Spisok literatury

[1] Arnol~d V.I., Matematiqeskie metody klassiqeskoæ mehaniki. M., Nauka,

1970.

[2] Dubrovin B.A., Novikov S.P., Fomenko A.T., SovremennaØ geometriØ. M., Nau-

ka, 1987.

[3] Leznov A.N., Savel~ev M.V., Gruppovye metody integrirovaniØ nelineænyh

dinamiqeskih sistem. M., Nauka, 1985.

[4] Fomenko A.T., SimplektiqeskaØ geometriØ. Metody i priloßeniØ. M., Izd-vo

MGU, 1985.

[5] Perelomov A.M., Integriruemye sistemy klassiqeskoæ mehaniki i algebry

Li. M., Nauka, 1990.

[6] Trofimov V.V., Fomenko A.T., Algebra i geometriØ integriruemyh gamil~to-

novyh dinamiqeskih sistem. M., Faktorial, 1995.

[7] Karasev M.V., Maslov V.P., Nelineænye skobki Puassona: geometriØ i kvan-

tovanie. M., Nauka, 1992.

[8] Amper A.M., �lektrodinamika. M., 1954.

[9] Gauss C., Intensitas vis magnetical terrestres ad mensuram absolutan revocata / Werke, Bd.5, Berlin, 1867, S.81-118.

[10] Grassman H., Neue Theorie der Electrodynamik / Werke, Bd.1, Leipzig, 1902, S.147-160. [11] Maxwell J.C., Treatise on electricity and magnetism, Oxford, 1904. [12] Lorenc G.A., TeoriØ fflektronov i ee primeneniØ k ØvleniØm sveta i teplovogo izluqeniØ. M., GTTI, 1956.

[13] Landau L.D., Lifxic E.M., TeoriØ polØ. M., 1960.

[14] Weber W., Electrodynamische Maassbestimmungen über ein allgemeines Grundgesetz der elecurischen Wirkung / Werke, Bd.3, Leipzig, 1893, S.25-215.

[15] Riemann B., Ein Beitrag zur Elektrodynamik / Gesammelte Werke, XIV, Leipzig, 1892. [16] Feænman R., Leæton R., Sffnds M., Feinmanovskie lekcii po fizike. T.3, S.39- 41; T.6, S.144. M., Mir, 1977.

[17] Il~¸xin A.A., Plastiqnost~. Osnovy obweæ matematiqeskoæ teorii. M., 1963. [18] Fok V.A., TeoriØ prostranstva, vremeni i gravitacii. M., 1955. [19] Gerc G., Principy mehaniki, izloßennye v novoæ svØzi. M., 1959. [20] Qaplygin S.A., IssledovaniØ po dinamike negolonomnyh sistem. M.-L., Gostehizdat, 1949.

[21] Neæmark ı.I., Fufaev I.A., Dinamika negolonomnyh sistem. M., Nauka, 1967. [22] Appel~ P., TeoretiqeskaØ mehanika. M., 1960. [23] Pars L.A., AnalitiqeskaØ dinamika. M., 1971.

[24] Thomson W., Tait P., Treatise on natural philosophy. V.1. Cambridge, 1879. [25] Grammel~ R., Giroskop, ego teoriØ i primeneniØ. M., 1952. [26] Ixlinskiæ A.ı., Mehanika giroskopiqeskih sistem. M., 1963. [27] Andronov A.A., Vitt A.A., Haækin S.�., TeoriØ kolebaniæ. M., 1959.

[28] Arnol~d V.I., Kozlov V.V., Neæxtadt A.I., Matematiqeskie aspekty klassiqeskoæ i nebesnoæ mahaniki / Sovrem.probl.matematiki. Fundam.napravleniØ. T.3. M., VINITI, 1985.

[29] Bogol¸bov N.N., Izbrannye trudy. T.1, Kiev, 1969, S.257-410. [30] Stoker Dß., Nelineænye kolebaniØ v mehaniqeskih i fflektriqekih sistemah.

Gl.3, §.13; Gl.5, §§.1,2. M., IL, 1952.

[31] Bulgakov B.V., KolebaniØ. Gl.5V. M., GITTL. 1954.

[32] Bogol¸bov N.N., Mitropol~skiæ ı.A., Asimptotiqeskie metody v teorii nelineænyh kolebaniæ. M., 1958.

[33] Landa P.S., AvtokolebaniØ v sistemah s koneqnym qislom stepeneæ svobody.

M., 1980.

[34] Romanovskiæ ı.M., Stepanova N.V., Qernavskiæ D.S., Matematiqeskoe modelirovanie v biofizike. M., 1975.

[35] Belova T.I., KudrØvcev A.E., Solitony i ih vzaimodeæstvie v klassiqeskoæ teorii polØ // UFN. 1997. T.167, vyp.4. S.377-406.

[36] Wigner E., Do the equations of motion determine the quantum mechanical commutation relations? // Phys. Rev. 1950. V.77. P.711-712.

[37] ır~ev D.V., DinamiqeskaØ obratnaØ zadaqa teorii predstavleniæ i nekommutativnaØ geometriØ // Fundam.Prikl.Matem. 1997. T.3, vyp.00. S.000-000 [e-version: funct-an/9507001 (1995)].

[38] Juriev D., Topics in nonHamiltonian (magnetic-type) interactions of classical Hamiltonian dynamical systems. I,II // Russian J.Math.Phys. 1995. V.4. N.3. P.453-460 [e-version: solv-int/9505001 (1995)]; Report RCMPI-96/01 [e-version: mp arc/95-538 (1995)].

[39] Juriev D., On the nonHamiltonian interaction of two rotators: Report RCMPI-95/01 [e-version: dg-ga/9409004 (1994)].

[40] Jacobson N., Structure and representations of Jordan algebras. Amer.Math.Soc., RI, 1971.

[41] Koecher M., Jordan algebras and their applications, 1962.

[42] Koecher M., An elementary approach to bounded symmetric domains, Houston, 1969. [43] Loos O., Simmetriqeskie prostranstva. M., Nauka, 1985. [44] De Groot S.R., Sattorp L.G., �lektromagnetizm. M., Nauka, 1982. [45] Kamke �., Spravoqnik po obyknovennym differencial~nym uravneniØm. M., Nauka, 1965.

[46] Pomerancev N.M., Ryßkov V.M., Skrockiæ G.V., Fiziqeskie osnovy kvantovoæ magnitometrii. M., 1972.

[47] Vonsovskiæ S.V., Magnetizm. M., 1971.

[48] Kozlov V.V., Simmetrii, topologiØ i rezonansy v gamil~tonovoæ mahanike.

Izd-vo Udmurtskogo Gosun-ta, 1995.

[49] Baz~ A.I., Zel~doviq B.˚., Perelomov A.M., RasseØnie, reakcii i raspady v nerelØtivistskoæ kvantovoæ mehanike. M., Nauka, 1971.

[50] Maslov V.P. // Funkc.anal.i ego priloß. 1995. T.29, vyp.4. S.80-84. [51] Juriev D., Symmetric designs on Lie algebras and interactions of hamiltonian systems:

Preprint ESI 170 (1994) [e-version: hep-th/9503151 (1995)].

Erwin Schrödinger Institut für Mathematische Physik, Wien, Österreich (Austria);

Centr matematiqeskoæ fiziki i informatiki ”Talassa �teriØ”